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A los pocos años de la muerte de Alejandro Magno, y todavía bajo el eco 
“de sus resonantes campañas militares, durante los 2ños en que el primero de los 
Ptolomeos se esforzaba por convertir 2 Alejandría en el centro y depósito de 
¿toda la cultura del mundo civilizado, fue escrito un libro al que se dio, modes- 
' - tamente, el nombre de Stoikbeía (Elementos). De su autor prácticamente no 
se “conocen,otros datos que el nombre: Euclides. 
; En su tiempo pasaron casi desapercibidos ambos, obra y autor. Sin «ibareo: 
me ton el correr,de los siglos, el influjo de los Elementos sobre la historia :de la 
“humanidad fue mucho mayor que el de las victorias de Alejandro. De éstas no 
¿Queda más que el recuerdo del guerrero que supo realizarlas, Aquéllos, en cam- 
.bio; han sido el molde en que se ha estructurado toda la matemática, base; ¡de 
“la ciencia y fundamento de la técnica que preside la civilización contemporánea. 
E o En. los Elementos, toda la geometría, reunión hasta entonces de reglas em- 
+ ,¡píricas para medir o dividir figuras, se convierte en ciencia deductiva. Se con- 
¿densa toda ella en unos pocos postulados, de los cuales deriva el resto ,por 








ad 


“sucesivos razonamientos lógicos. Lo que antes era empírico se convierte en, obra Ñ 


¿del discurso y del pensamiento; la razón suple, como instrumento, a los sentidos. 

Elevada' la geometría a este nivel, quedaba autómáticamente al descubierto 

¿Ja “posibilidad:de muchas variantes; bastaba sustituir los postulados de partida 

¿por' otros, para tener nuevas geometrías. Fueron las llamadas, más tarde, geo- 

metrías no euclidianas, pero cuya existencia estaba implícita en la misma obra 

¿de Euclides, * 

o... Más propiamente, por costumbre se ha Joc el nombre de geométrias 
no¡euclidianas para las que conservan todos los postulados de Euclides menos 
“uno de ellos, el llamado postulado de las paralelas. Esto es lo que hacemos. tam- 
bién en la presente obra. Nuestro objeto no va a ser edificar toda la geometría 
a partir de- los nuevos postulados, lo que puede verse en cualquiera de :las 
“obras indicadas en la bibliografía. Hemos preferido, tomando la cuestión desde 

"un punto de vista superior, aunque distinto del histórico, exponer con: detalle 

dichas geometrías tal como aparecen encuadradas en el marco de la geometría 

proyectiva, es decir, siguiendo el modelo dado para las mismas por Felix: Klein. 











E Ello tiene el inconveniente de suponer por parte del lector ciertos conocimurn- 
l:tos de geometría proyectiva, que para su comodidad hemos resumido en .los 
. capítulos 1I.y IV, pero tiene la ventaja de sistematizar y poner de manifiesto 
Ja íntima estructura de las geometrías no euclidianas, muchos de cuyos teore- 
mas saltan a la vista de manera inmediata, en este modelo. 
La bibliografía mencionada al final es un poco extensa, con el objeto de que 
'. :pueda ser-útil al lector que desee proseguir o profundizar alguno de los puntos 
de este capítulo de la ciencia geométrica, 











1.1, Euclides. Poco se sabe con certeza 
de la vida de Euclides. Según el testimonio de 
Proclo, un matemático que vivió en Bizan- 
¡cio ¡entre los años 410 y 485 de nuestra era, 
“Euclides floreció durante el reinido de Pto- 


'lomeo 1 [que murió en 283 a. C.], pues es, 


citado por Arquímedes, que nació hacia fines 
del reinado de ese soberano. Además, se cuen- 


ta que un día Ptolomeo preguntó a Euclides 


si para aprender geometría existía un camino 
más breve que el de los Elementos, obteniendo 
la respuesta. de que en geometría no existe 
camino real. Euclides es, pues, posterior a Pla- 


tón' [428-348 2.C.] y asus discípulos [como - 


Aristóteles, 384-322 a. C.], pero anterior 2 
Eratóstenes [aproximadamente 280-192 a. C.] 
y a'Arquímedes [287-212 a. C.].” 

Debido a éstas noticias es costumbre ubicar 
a Euclides como habiendo vivido alrededor del 
año 300 antes de múestra era. Sin embargo, te- 
niendo en cuenta que el comentario de Proclo 
fue' escrito más de setecientos años después, y 
que se carece de referencias más directas, se 
comprende que algunos historiadores pongan 


en duda tal fecha y aun la existencia misma de . . 


Euclides, atribuyendo sus obras ya sea a otro 
matemático griego,"o a la labor conjunta de 
una escuela que hábría pretendido compendiar 
todos los conocimientos. matemáticos de la 


época. 


«de épocas ariteriores. Se trata de' tina 'est ctura' Í 


Prescindiendo de la persona, real o hipoté- 





tica, lo que 1nreresa' “para la: historia de' lo ma-' 
temática es la obra, y ésta;-: “aunque a- Euclides 
se le atribuyen algunos escritos más, se, reduce *' 
fundamentalmente : a los famosos Element A 













1.2. Los Elementos. ' Los: 
Euclides forman un cohjunto de-13-libros 
dicados a los furidamentos y al desarrollo; 
gico y sistemático, de la: “geometría. Es; la ob: 
cumbre de la matemática, griega: Durante sis! 
glos ha sido el texto obligado; de geometría en. 
todas las escuelas. Es el primer libro, de funda: 
mentación geométrica, y su estilo y' 'ordena- 
ción fueron los moldes a los que se ajustáron' 
todas las obras posterióres de matemática. 

No se trata, en absoltito; de“un* nanial é 
práctico o de un conjunto de reglas útiles! que. 
puedan servir para” “calemlar lo” medir, al. 
tilo de los documentos egipcios o,babilónicos ' 






























lógica que responde ¿xáctamenti al Coñice 
de Platón de la geometría:, ] 
de alguna finalidad: prácti 
hablan siempre “de 'cuadrál 
gar, cuando én verdad la ci 


VI, 527.) . 
. Las bases de que par 
car su geometría:son' las definicion 
tulados y las nociones 'comiiri 
Las definiciones son'veintitrés; 








aunque luego en el texto se van introduciendo 
otras más, hasta un total de ciento dieciocho. 

. Con ellas se intenta dar nombre a los elemen- 
tos con los cuales se va a construir la geome- 
tría, Citaremos algunas como ejemplo. 

Punto es "lo que no-tiene partes. 

Línea es una longitud sin anchura. 

Recta es aquella linea que yace igualmente 
respecto de todos sus puntos. 

Superficie es lo que tiene únicamente longl- 
tud y anchura. 

Plano es la superficie igualmente situada 
respecto de sus rectas. 

Ángulo es la inclinación entre dos líneas de 
uún plano, las.cuales se encuentran y no están 
en línea, recta. ¡Si las dos líneas que contienen 

' el ángulo son rectas, el ángulo se llama recti- 
líneo. 0 57, 
Rectas “perpendiculares: si una recta forma 


con otra ángulos adyacentes iguales, cada uno. 


de estos ángulos es recto y las rectas se lla- 
man perpendiculares. 


; Rectas. paralelas son” aquellas que, estando 
.en'un mismo plano, no se encuentran al pro- 


e aj indefinidamente. en ambas direc-* 





ciones. :* 

"No, es nuestro objeto" "detenernos en poner 
de manifiesto, los inconvenientes y la incon- 
sistencia de las! primeras definiciones anterio- 
res, Responden al 'afán, que la autoridad de 


Euclides hizo perdurar durante siglos, de defi- - 


nirlo' todo, incluso las nociones primitivas de 
las cuales hay “que «partir en cualquier cons- 
' trucción lógica! que no pueden definirse en 
términos más mples, En Jas construcciones 
axiomáticas 'mudernas, el ¡punto y la recta, por 
ejemplo, se initeoducen como elementos que sa- 
« tisfacen ciertos axiomas, es decir, se definen 
por sus propiedades (ver Hilbert [25]). 

., Siguen después estos cinco. postulados: 








1. Desde cualquier punto a cualquier otro . 


se puede trazar una recta, 
11... Toda recta limitada puede prolongarse 


Indefinidamente en la misma dirección. 
II. Con cualquier centro y cualquier radio 


se puede trazar una circunferencia. 

Iv. Todos, los ángulos rectos son iguales en- 
tre sí. 

V. Sí una recta, al cortar a otras dos, for- 
ma de un mismo lado ángulos internos me- 
nores que dos rectos, esas dos rectas prolonga- 
das indefinidamente se cortan del lado en que 
están los ángulos menores que dos rectos. 

Finalmente, Euclides sienta unas cuantas 
nociones comunes (llamadas por algunos auto- 
res axiomas) cuyo número es variable según 
los textos llegados hasta nosotros, pero. entre 
las cuales se encuentran siempre las siguientes: 

1. Cosas iguales auna misma cosa, son igua- 
les entre sí. 

sy a cosas iguales se les agregan cosas 
iguales, las sumas son iguales. 

3. Si de cosas. iguales se quitan cosas igua- 
les, los restos son iguales. 

4 (6 7 según los textos). Cosas que se pue- 
den superponer úngalo otra som iguales en- 
tre sí. 

5 (u 8 según los textos). El todo es mayor 
que la parte. 

De estas nociones comunes interesa señalar 
la cuarta. En efecto, la idea de superposición 


lleva implícita la de un movimiento que ¡lle- : 





ve una figura (o cosa) sobre otra, y, preci 


samente, la manera de llevar una figura sobre * 


otra, para decidir acerca de su igualdad, es una 
de las características esenciales de cada geo- 
metría. Es decir, ya Euclides, aun expresán- 
dolo en forma vaga, vislumbró que, en geo- 
metría, para definir la igualdad hace falta 


. definir el movimiento que permite llevar una 


figura sobre otra, punto de vista que fue ami 
pliamente discutido . por Helmholtz y que, 
además, constituye la base de la definición de 
la geometría según Klein. 

Tratándose de figuras, en vez de ' “igualdad” 
se.acostumbra utilizar la palabra “congruen- 


cia”, precisamente para indicar que puede Jle- . 


varse una de.ellas a coincidir con la otra. 
Con los cinco postulados anteriores y las 
nociones comunes citadas se intenta edificar 


toda la geometría. A la luz de la crítica mo- 
derna, el sistema presenta varios defectos. No 
figura, por ejemplo, aunque es usado con fre- 
cuencia, el postulado de la continuidad, que 
en la forma dada por Dedekind se enuncia: 
“Si los puntos de una recta están: divididos 
en dos clases, de manera que los de la primera 
clase precedan a todos los de la segunda, en- 


tonces existe un junto, y sólo uno, que separa. 


a ambas clases, es decir, que sigue a todos los 
de la primera y precede a todos los de la se- 
gunda, P 

También es usado, sin que sea postulado ex- 
plícitamente, el hecho de que un punto de una 
recta divide a ésta en dos partes separadas, O 
de que una recta de un plano divide a éste 
en dos region*s, así como el siguiente postu- 
lado de Arquímedes, que en realidad es con- 
secuencia del de la continuidad, y que luego 
resultó fundamental para la construcción 
axiomática rigurosa de la geometría: 

Dadas dos magnitudes entre las cuales están 
definidas la suma y la relación de mayor a me- 
nor, tal.como para segmentos o ángulos, exis- 
te siempre un múltiplo de la primera que es 
mdyor que la segunda, 

Sin estos postulados, u otros equivalentes, 
pueden señalárseles varias fallas lógicas a los 
Elementos. Por ejemplo, ya en su primer pro- 
blema, que consiste en la construcción de un 
triángulo equilátero de lado dado, al hacer la 
construcción habitual de trazar dos circunfe- 
rericias, de radio igual al lado dado, por los 
extremos de un segmento de la misma longi- 
tud (lo que puede hacerse por el postulado 11), 
no queda demostrado que dichas circunferen- 
cias deban cortarse. 

Sin embargo, todos los defectos que pueden 
señalarse resultan insignificantes comparados 
con el mérito extraordinario de haber cons- 
truido una ciencia deductiva 2 partir del cú- 
mulo de conocimientos dispersos, en su mayo- 
ría empíricos, que constituían la matemática 
anterior a la griega. Además, el hecho de se- 
ñalar como postulado al quinto de ellos, que 
dio origen a tantos estudios y discusiones du- 
rante más de veinte siglos, demuestra una in- 


tuición genial acerca de uno de los puntos cla- 
ves del pensamiento geométrico”. ' 


1.3. El postulado Y o postulado de las 
paralelas. "De los cinco postulados del 'siste-" 
ma de Euclides, los cuatro primeros traducen'* 
propiedades más o menos evidentes para nues-., 
tra intuición geométrica; El 'niérito consiste en . 
haber sabido seleccionar, de entre el sinnúmero 
de tales propiedades, una: cantidad reducidí- 
sima de ellas que fuera suficiente, para' cons: 
truir la geometría. El postulado V; en cambio, 
llama la atención, y ello 'desde'el principio, por 
su mayor- complicación y 'por “carecer de la' 
evidencia intuitiva de:que gozan'los demás. 
Es probable que al mismo Euclides: no 'se: le 
escapara esta diferencia y. procuráse, en toda 
su obra, evitar lo más: posible 'este postulado, * 
que aplica por primera vez para demostrar. la' 
proposición 29 del Libro 1,'a'saber: tuna recta ' 
“que corta a dos paralelas forma con ellas án=" 
gulos alternos internos iguales, correspondien" 
tes iguales, e interiores de un' mismo lado'su-* 
plementarios. Este esfuerzo 'de' Euclides por 
evitar el uso de su postulado V, mientras pue-' 
de, y por construir la geometría con indepen- 
dencia del mismo, justifica 'la muy repetida, 
frase de que Euclides fue el primer geómetra 
no euclidiano, o bien, que la geometría no 
euclidiana nació negando su paternidad. | 

Hay que observar que en algunos manus- 
critos el postulado de las paralelas aparece * 
como axioma XI (algunas nociónes' comunes 
pasan a ser postulados). -Así ¡se lo menciona 
también en algunos trabajos posteriores, por 
ejemplo en los de J. Bolyai. Siguiendo la cos- 
tumbre general, que históricamente parece ser 
la más exacta, nosotros seguiremos llamándolo . 
postulado V, E ! 

La primera idea, que prevaleció por más de 
veinte siglos, fue la de querer “demostrar” este 





1 Más detalles sobre Euclides y su obra pueden verse 
en las clásicas obras de Heath. [1] y. Enriques [2], 
así como en la Historia de la matemálica de Rey Pas- 
tor y Babini [20], y muchos puntos de vista origi- : 
nales acerca del walor de los Elementos como modelo 
de construcción matemática, en el interesante libro de 
B. Levi titulado Leyendo a Euclides [3]. 


postulado. Los sucesivos ensayos de demostra- 
ción ny dieron otro, resultado que llevarlo a 
otras. formas equivalentes, aunque a 'vecés de 
apariencia muy, distinta de la del enunciado 
original. Vamos a: mencionar algunas. de estas 
equivalencias, algunas. de las cuales presuponen 
que: las fectas-son no cerradas, condición ésta 
que antes se consideraba UPS en el postu- 
lado 11 (ver,2.3)... 

Una tendencia, quel ifloró. repetidas veces, 


consiste. en modificar la definición de ne » 


paralelas, Según Euclides, son.aquellas que“) 

y entran ¡por más. que sc prolonguea”. 
Queda. así abierta la posibilidad de que existan 
rectas asintóticas,! es. decir, rectas que, como 














ro. que ¡sin embargo no. se 
tantes,. sino que su distancia 
2 hacerse: ¡tan pequeña como se quiera, 
cero. Si: explícitamente 
se excluye esta posibilidad, el postulado de las 
paralelas. puede demostrarse. Es decir, se le 
puede dar la forma siguiente, debida a Posido- 
nio, (siglo 1 a.C.): Ñ 

¡Vis! Dos rectas paralelas son equidistantes. 

- Muy análoga es'la forma dada al postulado 
de las paralelas por C, Clavius (1537-1612): 

Va. Si tres puntos están de un mismo lado 
de una recta y equidistan de ella, los tres pun- 
Hos pertenecen 4 una misma recta. 





: Este enunciado equivale a pedir que el lu- 


gar, geométrico delos puntos equidistantes de 
una recta' (de un mismo lado de ella) sea otra 
Tec 9, 

Proclo,:el ati bizantino al que se 
debenilas pocas 'noticias que' sobre Euclides 


se conocen, y los primeros comentarios * sobre 


los Elementos, se apoya en la siguiente propo- 


Vía obra de. Proclo se titula Comentario al Libro 1 
de los “Elementos” de Euclides, Desde principios del. 
siglo xvi se hicieron varias ediciones latinas de esta obra, 
una de ellas dirigida! por G.: Friedleán y publicada por 
Teubner (Leipzig, 1873).Como versiones modernas 
hay:la alemana. de P. Leander Schónberg, con comen” 
tarios de M. Steck:(1945) :y la francesa de Paul ver 
EBeecke. en: 1948 :(Collecrion. de'trauvaux de Y Acadé- 


mie Inpesmizionalo d'Histoire: des Sciences, mn? 1, Brujas 


aca SAA 
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'.ocurre.con la. hipérbola: y sus asíntotas, nunca” 


sición (que atribuye a Aristóteles y toma como 
evidente): la distancia entre dos puntos: de 


dos rectas que se cortan puede hacerse tan 
grande como se quiera prolongando, suficien- 


temente las dos rectas. A partir de este lema, 


que vale siempre que las rectas se consideren 
líneas no cerradas, el postulado V equivale a 
Va. Si una recta encuentra a una de dos pa- 


' ralelas, encuentra necesariemente a la otra; 
j 


también puede enunciarse de estos modos: 


Va. Por un punto exterior a una recta se . 
* puede trazar uña y solo una Paralela a dicha - 


recta; 

Vr”. Dos rectas paralelas auna tercera son 
siempre paralelas entre sí. 

La forma Vs! es la más comúnmente utili- 
zada en-la actualidad en los textos de geome- 
tría, y se atribuye generalmente al matemá- 
tico inglés John Playfair (1743-1818). 





FiGuRA 1 


Del mismo tipo; aunque muy posterior, es- 
la forma a que lo reduce A. M. Legendre.. 
(1752-1833), a saber: 

Va. Por un punto cualquiera, tomado en el 


.iuterior de un ángulo, se puede siempre trazar 


una recta que encuentre a los dos lados del 


. Gugulo. 


De indole muy diferente, pero de gran mo 
portancia conceptual, es la forma siguiente da- 
da por J. Wallis (1616-1703): 


al 


qu 
ma 


MM a 
) 


Vs. Dado un triángulo cualquiera existe 
siempre uno semejante de magnitud arbitraria, 


Es decir, la existencia de triángulos seme- 
jantes.es característico de la geometría eucli- 
diana. En las geometrías no euclidianas, si dos 
triángulos tienen sus ángulos iguales, son con- 
gruentes (es decir, se pueden superponer), 
pues el tamaño de un triángulo queda deter- 
minado por sus ángulos, como ocurte con los 
triángulos esféricos. 

:Es interesante el razonamiento de Wallis 


- para demostrar la equivalencia de las formas 


V. y Vs. Sean las rectas AB 'y CD que forman 
Jos ángulos a. y B con la secante AH (fig. 1). 
Supongamos que a-+P<180*. Traslademos 
AB hasta CB1 de modo que se conserve el án- 
gulo a que forma con AH. Siendo u < 180” — 
—P, la recta CB, caerá dentro del ángulo 
DCH. Por consiguiente, durante la traslación 
habrá un punto A” en que la recta-A”B' cor- 
tará a CD. Si P es el punto de' intersección, 
se tiene el triángulo ACP. Si se puede cons- 
truir un triángulo semejante al A'CP cuyo 
lado sea AC, el punto homólogo del P será 
el de encuentro de AB y CD; es decir, estas 
rectas se cortan, lo que. prueba la vigencia del 
postulado de las paralelas. Que éste implica 
Vs es evidente. : : 

Wallis opina que su forma Vs del postulado 
es la más próxima al pensamiento de Euclides, 
puesto que el postulado' III establece la exis- 
tencia de.circunferencias semejantes, y parece 
"natural el paso sucesivo de postular la existen- 
cia.de figuras semejantes también para otras 
figuras geométricas. 

¡Otra orientación, que hace ver bajo un nue- 
vo aspecto la incidencia del postulado de las 
paralelas sobre teoremas geométricos al pare- 
cer muy distintos, es la iniciada por el jesuita 
G. Saccheri (1667-1733) y seguida posteriór- 
mente por J. H. Lambert. (1728-1777) y 
A. M. Legendre (1752-1833), según la cual se 
démuestra que dicho. postulado es equivalente 
al siguiente:. 

Vo. La suma de los ángulos interiores de un 
triángulo es igual a dos 'rectos. 

Saccheri llega a este resultado a través de 


una figura de la que;hace muy: frecúent uso 








(llamada cuadrilátero; de". Saccheri;“ver'5:8): 
Sea AB un segmento: arbitrario; perpendicu- 
larmente a él se tomán-dos' segmentos: AD = 
¿ABCD 











FIGURA 2: 





(fig. 2). Sin el'uso del postulado V se demués- 
tra fácilmente * que él ángulo C es igual al D. 
Caben entonces tres casos, según que este'án- 
gulo sea recto, agudo ¡u,obtuso. ¡Se demmestra 
que siempre se está en el mismo caso' cuales- 
quiera que seah las dimensioñes de la base AB 
y de los segmentos igíales 'AD y BC:' Apáre- 
cen así tres posibilidades 'que pueden tomárse 


: como hipótesis: la del: ángúlo recto, la ¡del 


' hipótesis del Angulo: recto, y” trata 'luég: 
: probar que las otras|hipótesis llevan: 2 un 


.contradicción no, existe 


' £mgulo obtuso, y la'del ángulo lagdo, 'según ' 
“lo sea el ángulo C=D.! Saccheri demuestrá 


que el postulado de lis paralelas equivale Er : 
“de 





surdo. Para la hipótesis del ángulo obtuso con=: 
sigue demostrar que: ellá conduce 2 la! cón- 


clusión de que las rectas .son; finitas, lo. que':. 
'toma como el absurdo desea ' 


, Y, por lo tánto: 
excluye tal posibilidad..En ¡cambi 
hipótesis del ¿ngulo|¿gúdo|no. coi 
a contradicción , alguna.; Efect 






















búsqueda de la mismá; 
his 
1 Basta llevar el cuadri h 
nera que la base resulte: invertida ' (es decir, 
coincida con B y'viceversa)y' quedando los "dos: 
láteros del mismo lado con. respecto a! la; base. AB;*Por 
el postulado IV, la 'semirrecra “AD: coincidirá :con; BC 
y la BC con AD. Siendo, además, iguales los segmentos 
AD y BC, el cuadrilátero coincidirá consigo mismo en 
posición invertida y, por lo'tanto, el ángulo 'C coinci- 
dirá con el D. y IE 
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cir, un:siglo más tarde, al descubrimiento de 
las geometrías no euclidianas. 

No es “difícil demostrar que las tres hipó- 
resis, (del ángulo recto, obtuso o agudo) equi- 
valen respcotivamente a suponer que la suma 
de los ángulos interiores de un triángulo es 
igual, mayor o menor que dos rectos. 

Finalmente, es intéresante la forma obtenida 
por Gauss (carta a W. Bolyai en 1799 [18]): 


Vr. Existen triángulos de área tan grande 
como se quiera, * 

» Si se admite esta proposición, el postulado Y 
tombién' ¿puede demostrarse, 

Hemos dado varias formas diferentes del 
postulado de las paralelas. Se podrían citar to- 
davía otras más. Todas cllas fueron encontra- 
das durante las tentativas de “demostrar” di- 
cho postulado. El resultado fue siempre la 
sustitución del 'mismo por otro equivalente, 
de enunciado más o menos, simple, o más o 
menos evidente. Así se fue llegando al.con- 
vencimiento de que se trataba efectivamente 
de: un verdadero postulado —no de un teore- 


.2L Las obras de Gauss, Lobachevsky y 
Bolyai. Si el postulado V, en la forma dada 


por Euclides u otra equivalente, es un verda- 
.dero postulado, el' dan de negarlo, aceptando 


los dem: za no' debe conducir a contradicción 
al _alguna. Esta fue:Ja idea que maduró en la pri- 
mera! mitad del siglo xix, y que dio por re- 
sulcado "el ¡nacimiento! de las geometrías no 
cuclidianas, es decir, de las geometrías en que 
- el.postulado Y, de Euclides deja de ser válido. 
Como: toda lidez que:llega a la madurez en 
un determinado momento de la historia, di- 
chas" geometrías no pueden atribuirse total. 
mente, a una sola persona, Fueron gestadas por 
la obra de todos los matemáticos anteriores que 
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ma que pudiera demostrarse con el solo uso de 


los postulados precedentes—, y que, por lo 


tanto, iban a ser inútiles todas las tentativas 


de demostración. 
En este sentido, Wolfang Bolyai (1775- 
1856) * escribía a su hijo Johann, uno de los 


“creadores de la geometría no euclidiana [21]: 


“Te ruego que no intentes tú también luchar 
con la teoría de las lineas paralelas. Perderías 
el tiempo y “sus teoremas quedarían sin de- 
mostrar. Estas.impenetrables tinieblas pueden 
derribar a miles de torres como Newton. Nun- 
ca se aclararán en la Tierra, y el desdichado 
género humano nunca poseerá en el mundo 
nada completo, ni aun en la geometría, Esto 


. Constituye una grande y eterna herida en mi 


alma.” 


1 Como suele acostumbrarse, utilizamos la versión 
alemana de los nombres de los Bolyai, padre e hijo. Para 
resperar la forma húngara, en la que el nombre sigue 
al apellido, en algunos libros Wolfang Bolyai aparece 
como Bolyai Farkas, y su _hijo Johann como Bolyai 


János. 


CAPÍTULO 11 


LAS GEOMETRÍAS'NO EUCLIDIANAS 


intentaron ver claro el significado del famoso 
postulado, y zosechadas simultáneamente por 
varios matemáticos, entre' los cuales, y como 
más significativos, se cita siempre al gran ma- 
temático alemán Karl Friedrich Gauss (1777- 
1855), al ruso Nikolai Ivanovich Lobachevsky 
(1793-1856) y al húngaro Johann Bolyai 
(1802-1860). 

En realidad, los únicos que publicaron du- 
rante su vida los resultados obtenidos fueron 
los dos últimos, pues Gauss, princeps mathe- 
wmaticorum, ya coronado de fama por otras 
investigaciones, temió siempre que las relati- 
vas a la teoría de las paralelas fueran conside- 
radas por sus contemporáneos como divaga- 


| 
¡ 
j 





ciones insensatas del orden de la cuadratura del 
círculo O del movimiento continuo. Por eso, 
a pesar de que reconoció el mérito de tales 
trabajos y los alentó, y en cartas privadas dio 
noticias acerca de sus propias investigaciones, 
no quiso publicar nada durante su vida “por 
temor al griterío de los beocios” (carta a Bes- 
sel en 1829 [18]). 

Los primeros trabajos de Lobachevsky da- 
tan de -1826 (memoria presentada a la Uni- 
versidad de Kazán y cuyo manuscrito se ha 
perdido), siguiendo después varias publicació- 
nes entre'1830 y 1840, fecha esta última en 
que aparecen sus famosas Investigaciones geo- 
métricas sobre la teoría de las paralelas, obra 
escrita en alemán [19]. 

«Los trabajos de Bolyai empiezan alrededor 
de 1823, según cartas a su padre Wolfang y a 


Otros amigos, pero su publicación se retrasa 
«hasta 1832, en que aparecen como apéndice del 
: primer tomo de un libro de su padre [14 


y 1157. 

“Tanto Lobachevsky como Bolyai Ponen en 
estos trabajos las bases de la geometría y dé la 
trigonometría no euclidianas. Bolyai se dedica 
especialmente a distinguir las “proposiciones 
geométricas que necesitan el postulado de Eu- 


: clides de aquellas que son independientes del 


mismo, a las que llama propiedades absolu- 


tas o absolutamente verdaderas. Lobachevsky . 


construye más decididamente la geometría no 


euclidiana, al negar de entrada el postulado V 








y suponer, en cambio, que por un punto ex- 
terior 2 Una recta pasa más de una paralela, 








2.2. Las geometrías no euclidianas. De- 
jándo de lado el desarrollo histórico, así como 
la difícil tarea de distinguir a quién pertenece 
cada una de las ideas que forman la geome- 
tría no euclidiana —y qué se encuentran muy 
entremezcladas.en las obras de Lobacheysky, 
Bolyai y otros autores de su época, como 
F. C. Schweikart (1780-1859) y F. A, Tauri- 
nus (1794-1874) —, vamos a presentarlas tal 
como quedaron una vez pulidas y sedimen- 
tadas. Un estudio histórico -y . bibliográfico 
puede verse en el libro de Bonola [5]. 

_ Sea una recta r== AB y un purito P exte- 


"ta variable a, en la cual 





a=PM. Supongamos: que! el punto Ms mie) 
ve sobre 7, alejándose; infinitámente,! “tanto! haz: 










tarse tres Casos: 
20 
1. Existe una únic: 


lo! 
posición límite'será la paralela" poriP ari Es= 
tamos eni el caso euclidian ) ? y 
sola pct Ln 


pri Guone har de li 4 

3. Existen dos posteo limite, EE” 
Para las rectas secantes; son lás correspondien-- 
tes a los dos sentidos en que ¿M' puede' alej Ese: 





infinitamente. Las rectas que; pasan por; P. 
están com prendidas en el ángulo ERES coFt. 
a r: serán secantes. Las .que'pasan' por+P, 
comprendidas en el ángulo EPF', no «cor- 
tarán a r: serán no'.secantes,' Las EE' y' FF',. 
de separación entre ambos; tipos os de “rectas, se 
llaman paralelas. Es decir, en este:caso: por. 
el punto P' pasan dos sBereelar are infinitas 
no secantes, dq Bid y 

(Obsérvese que las: rectas; no; secantes res- 
ponden también a la definición de rectas para- 
lelas dadas por. "Euclides (ver. 1.2); sin embar: 
go, las posiciones límites tienen Ciertas propie- 














dades particulares que Jaca conveniente con- 
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servar blo pik :el nombre de paralelas, 
para así “distinguirlas de las no secantes.) * 

«Los casos 2 y 3; corresponden a las geome- 
trías no, euclidianas, llamadas, ES 
els, ¡Plica e bi ipgrbólica,: 


2.3, ud geometría no euclidiana elíptica. 

. La geometría: elíptica es la que resulta de 

“sustituir el postulado; de' las paralelas por el 
siguiente: E 

Por ur punto exterior a una recta no pasa 


ninguna paralela, es decir, todas las rectas que _ 
pasan por un punto exterior e obra cortan a 


esta última, _ 

Consideremos (e; 3) la recta HP perpen- 
dicular ar. por un punto H.de la misma y la 
¡EZ perpendicular. a PH por el punto P. Sea 

Ma el punto en que LE” corta a r. Según el 
postulado 1 de Euclides. (interpretado en el 
sentido de que por dos puntos pasa una sola 
recta), el punto Mi debe ser único, y el mismo 
tanto si M se aleja hacia la derecha como ha- 
cia la izquierda. La' recta r- resulta así cerrada 
y, por lo tanto, finita. Es decir: _. 

En: la geometría elíptica las rectas son ce- 
rradas.: 


No _puede | "decirse ccirse que sean “limitadas”, 
puesto que no tienen puntos tos donde | empiecen 
o' terminen; por lo tanto no hay estricta con- 
tradicción, con el postulado II. Sin embargo, 
implícitamente se había ¡entendido siempre 
que' las rectas «debían sel “abiertas e infinitas. 
De aquí: que la conclusión de que debían ser 
cerradas 'ses estimase una'contradicción con el 
postulado TL y da; ¿geomecría elíptica no fuera 
considerada! en un principio. 

«La: geometría: “elíptica es la geometría: sobre 
da “superficie esférica cuando se consideran Co- 
:mo rectas las cirgunferencias máximas. Sola- 
mente hay que convenir, para evitar que dos 
rectas se.corten'en dos puntos diferentes, que 
los puntos: diametralmente 'opuestos sean ur 
solo punto.En: regiones ¡ficientemente limi- 
tadas: para: que no haya en:ellas puntos diame- 
tralmente“opuestos, la identidad, entre la geo- 

















metría; sobre la esfera y “la: 'geometría elíptica, 
es completa. Se tiene:así el: primer ejemplo de 
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geometría en que no se cumple el postulado V. . 


Por tratarse de un ejemplo muy familiar, es 


muy útil para comprender algunos hechos que. 


a primera vista parecen paradójicos: Por ejem- 
plo, el resultado de Wallis, de que no puede 
haber figuras semejantes en una geometría no 
euclidiana, se cumple evidentemente sobre la 
esfera, donde un triángulo queda determinado 
completamente por sus ángulos. También, si 
se considera el lugar geométrico de los puntos 
equidistantes de una circunferencia máxima 
(recta de la geometría elíptica), resulta una 
circunferencia menor, que ya no es una recta; 
se comprende así el postulado Vs de Clavius. 

Con esta interpretación de la geometría 
elíptica es fácil deducir todas sus propiedades, 
por lo que no vale la péna detenerse en ella, 
Así: la suma de los ángulos de un triángulo es 
mayor que dos rectos, el área de un triángulo 
es proporcional:a su exceso esférico, en un 
cuadrilátero de Saccheri se cumple la hipótesis 
del ángulo obtuso, etcétera. 

Análogamente, la trigonometría correspon- 
diente a la geometría elíptica coincide con la 
trigonometría esférica. 

A veces se considera también como geome- 
teía no euclidiana a la geometría esférica pro- 
piamente dicha, es decir, la. geometría sobre 


la esfera sin la identificación de los puntos 


diametralmente opuestos. En este caso el pos- 
tulado 1 debe. entenderse en el sentido de que 
por dos puntos pasa por lo menos una recta. | - 
Como la idea de estudiar la geometría so- 
bre una superficie determinada —en el caso 


actual, la esfera— tomando como rectas las - 


geodésicas.o curvas de longitud mínima entre . 


dos de sus puntos (suficientemente próximos) 
es de B. Riemann (1826-1866), a las geome- 
trías elíptica y esférica se las suele llamar 
geometrías no euclidianas de Riemann. 

2,4. La geometría no eúelidiana hiper-, 
bólica. El caso 3 de 2.2 corresponde a la 
geometría no euclidiana propiamente dicha. 
Es la geometría desarrollada por Gauss, Loba-. 


cheysky y Bolyai, a la que Klein dio el nom-' 


bre de geometría hiperbólica. En ella las rec- 
tas son abiertas € ilimitadas. Se cumplen los 


solos 
0y01 


" cuatro primeros postulados de Euclides y deja 
de cumplirse el quinto, el cual se sustituye por 
el siguiente: 

. Por un punto exterior a una recta pasan 
dos paralelas, que separan las infinitas rectas 
no secantes de las infinitas secantes. 








La posibilidad de esta geometría deriva de' 


que, sin contradecir los primeros postulados, 
puede haber rectas que no se corten (por Je 
tanto, paralelas según Euclides) y cuya dis 
tancia mutua sea variable, llegando a ser tan 
pequeña.como se quiera. De esta manera las 
paralelas EE' Y FF, de la figura 3, resultan 
rectas “asintóticas” a la re= AB, 2 la cual se 
acercan infinitamente sin llegar 1. cortarla. El 
ángulo «a = HPE= HPF se Mama ángulo de 
. poralelismo y depende de la distancia d PH. 
En! la geometría euclidiana es siempre a= 


=90%; en la no euclidiana, € varía desde cero, - 


para d infinito, hasta 90”, para d tendiendo 


a cero (ver 6.4). 
De esta geometría . -nOs Vamos a ocupar con 


detalle en los capítulos. V, VI y. VIT. Adelan-: 


remos únicamente que, en ella, la suma de Jos 
ángulos de un triángulo es menpr que dos rec- 
tos y, que, por lo tanto, corresponde a la hi- 
pótesis del ángulo' agudo de Saccheri. 


. 2.5. Geometría y realidad. Es curioso 
observar cómo los creadores de la geometría 
noleuclidiana de la primera mitad del siglo xrx, 
a pesar de su obra capital, parece que se hu- 
bieran alejado del concepto platónico que pre- 
side los Elementos de Euclides y hubiesen re- 
trocedido, volviendo a considerar la geometría 
como una ciencia destinada a medir las cosas 
de Ja Tierra. En efecto, al vistumbrar la po- 
sibilidad de geometrías distintas de la euclidia- 
na, en lugar de adquirir el convencimiento de 
que el postulado V era indemostrable y que, 
“en; Consecuencia, existían otras geometrías 
; igualmente verdaderas, mostraron una cons- 


“tante preocupación por averiguar, por vía ex-; 


* perimental, cuál era:la “verdadera” geometría, 
es “decir, cuál era la geometría válida en la 
naturaleza * A 


* 1 Henri Poincaré ha'rechazado la posibilidad de de- 


cidir, por medio de la experiencia, cuál es la “verda- 


: tud apreciable por -los: seritidos;: Ja geometría, 


El mejor método que,a uno:se le ocurré 
pensar, para ello, consiste en medir la suma de - 


- los ángulos de un triángulo! y'¡comprobar. si 
ella es Háual, mayor: o'menor, q dos! rectos; 





cuál es la geometría teál del la"naturalez: 
lo sumo sirven ' pata; ¿Megar!' a ¿la: cónclu: 
de que, para los usos' corrientes de'las 
cias experimentales, 'la'"geor J 
ss perfectamente válida.” Las'':no''euclidia- 
nas tienen interés putámente teórico cuándo se 
considera que' conocer es el único fin de la: 
geometría, pero tienen valor! escaso cómo' geos 
metrías para medir: u observar :los fenómeé- 
nos natisrales. Para “ello la"euclidiana: es ¡sufi -: 
ciente, y es.también la. más! práctica; por ser 
la más simple y la más adaptada aila'intuición. * 
Es. explicable 'que'asi:sea. Los postulidos én +; 
qúe “se basa una geometría |se“eligen; +Lo'más 
evidentes posible para'la intuición.'Pero, ésta" , . 
es producto de la observación de la naturaleza 
por los sentidos. Por: lo: tanto; yal menos: mi 
tras nos mantengamos 'én eltorden de. -maghi- 

























euclidiaria será la más acorde 'con la: pa 


ocurrir al tratar) fenómenos “cuyo 
magnitud sea muy diferente¡del qu 
directamente los sentidos,como: 
telares o diámetros de particulas -elet 







sostiene que'el' problem, en; 
sí carece de pi ya: que una ¡geometría 'no es más 
o menos verdadera sino más:o'mienos: cómoda, para'ser 
aplicada a un.cierto mundo”. Para el nuestro, este 
carácter es poseído por.la' geometría euclidiana;: (Ver 
H. Poincaré, La: ciencia y la hipótesis (tiad.: esp), Es- 
pasa-Calpe Arg., colección, Apstcaly Led cs. mr, 
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En' estos casos podría ser que la intuición fa- 
llara y, que otras geometrías fueran más apro- 
piadas, de la misma manera como para granr 
des velocidades, superiores a las observadas 


directamente por los sentidos, deja de ser exac= * 


ra, la mecánica newtoniana (la más evidente 
para la intuición) y debe ser susticuida por la' 
einsteiniana,. 


Desde, el punto de: vista de la matemática - 


pura, en cambio, todas-las geometrías tienen 
igual valor. Son estructuras matemáticas dis- 
tintas pero igualmente valederas, cuyo inte- 
rés puede variar según la aplicación que se les 
encuentre. Para los usos de la práctica, la geo- 
metría; euclidiana es la:que mejor se adapta. 
En cambio, para ciertos capítulos de la mate- 
mática pura (teoría de funciones automorfas) 
o de la física teórica: (teoría de Ja relatividad), 


* los esquemas de las geometrías no euclidianas 


- son más apropiados. 





t RIA: An sito 

.6. ¿Nuestro programa. Lobachevsky y 
Bolyai: desarrollaron su geometría por vía ele- 
mental. Prescindiendo del postulado V o sus- 
tituyéndolo,! por otro, pero siguiendo un ca- 
mino, análogo al. de:los Elementos, llegaron a 
muchos resultados interesantes de la geometría 


Yu trigonometría no euclidi lianas. Al no encon- 


trar contradicción -n sus razonamientos, lle=" 


* gaban a la convicción de que el postulado de 


Enclides.. era verdaderamente un postulado, 
ipuestale que su negación no conducía a resul- 

rios. Sin embargo, esto era 
nada más que una convicción, no una demos- 
tración, puesto que quedaba la duda de si la 
contradicción aparecería en algún nuevo teo- 
rema. Así, en. ciertos momentos, el mismo 
Bolyai creyó, por un error de cálculo, haber 
llegado'a:una contradicción y, por lo tanto, 
haber “demostrado” el postulado de Euclides 
(vér Bonola [5, pág. 116]). 

La prueba. de:la indemostrabilidad del pos- 
ctulado de Euclides no fue dada hasta más tar- 
de, pori caminos diversos. Primero por Beltra- 
mi .(1835- -1900), en: 1868, según una direc- 
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ción de la que hablaremos más adelante (8.2), 
y luego por F. Klein (1849-1925) en una me- 
moria famosa [36], en la cual sistematizó las 
geometrías no euclidianas desde el punto de 
vista de la geometria proyectiva, construyen- 
do modelos con los cuales se podían obtener 
todos los teoremas de las mismas. Llegó incluso 
más lejos que Lobachevsky y Bolyai y, sobre 
todo, demostró que nunca se encontraría con- 
tradicción en sus razonamientos, puesto que 
ello conduciría a una contradicción en el mo- 
delo, el cual estaba construido a partir de la 
geometría euclidiana. Es decir, demostraba que 
_si hubiera contradicción en la geometría, no 





p “euclidiana, también. la abria, por tanto, , en la 
euclidiana. .* ] 


Nuestro objeto es exponer con cierto sl 
esta interpretación proyectiva de las geome- 
trías no euclidianas. Creemos que es la mejor 
manera de lograr una visión global de su 'es- 
tructura y de comprender la esencia de sus 
principales teoremas. Ello obliga a manejar 'al= 
gunos conocimientos de geometría proyectiva 


“que, para no tener que hacer continua referen- 


cia a textos sobre la materia, vamos a resumir 
en los capítulos III y IV. 
No vamos a hacer la construcción axiomá- 


' tica de la geometría desde el principio. 'Si- 


guiendo el camino de Euclides, pero con todas 
las correcciones y añadidos exigidos por la crí- 
tica moderna, esta construcción fue iniciada 
por M. Pasch (1843-1930) y terminada con 
la obra magistral de D. Hilbert (1862-1943), 
titulada Fundamentos de la geometría [25], 
fuente insustituible a este respecto. Dicha 
construcción puede verse cn cualquiera de los 
libros modernos dedicados a las geometrías no 
cuclidianas, por ejemplo en los excelentes de 
Baldus [4], Coxeter [8] o Norden [11]. 

Admitiremos, sin formularlos explícitamen- 
te, los postulados con los cuales se edifica rigu- 
rosamente la geometría proyectiva, y que pue- 
den verse en la obra de Enrique [23] o enila 
de Rey Pastor [26]. 
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«Las nociones de geometría proyectiva que 
vamos a presentar pueden verse con mayor 
detalle en cualquiera de los textos menciona- 
dos en la bibliografía. Las exponemos breve- 
mente en este capítulo y en el siguiente para 
tenerlas a mano y para refrescar la memoria 
del lector. La exposición será un poco concisa 
y algunas demostraciones tan solo serán, es- 
bozadas. 


' 
: 


3. 1. El plano proyectivo. Drrrnición 1. 


Se llama plano euclidiano al plano de la geo-" 
metría euclidiana, es decir, al plino que viti-. 


liza Euclides en sus Elementos, y para el cual 


valen todos los postulados establecidos en los" 
mismos. Es el plano ordinario de la geometría : 


elemental. 
En el plano cuclidiano es cierto que “dos 


puntos determinan una recta”. En cambio no ' 
lo'es la propiedad dual 1: “dos rettas determis: 


nan un punto”, puesto que, si bien cuando las 
rectas se cortan puede decirse que determmoan 


su'!punto de intersección, cuando son paralelas : 


no determinan ningún punto. Para obviar esta 
. falta de simetría o dualidad, resulta cómodo 
ampliar. el plano:con nuevos puntos, llamados 
puntos i impropios o puntos del infinito, que se- 
rán aquellos determinados por rectas paralelas. 


1 Propiedades duales (en el plano) son las que se 
obtienen una de la otra permutando entre sí las pala- 
bras “punto” y “recta” y también las expresiones “rec- 
ta que une” (dos puntos) e “intersección” (de dos 
rectas). 

Como los axiomas usuales de la geometría proyectiva 
del' plano son duales, dado 'un teorema su expresión 
dual también será un teorema. 


. forman ina' recta, Jlamáda | 








DerruicióNn 2. Convendremos en 
toda reéta' del plano efine un punto: improz.. 
bio, el cual es' el mismo. Para! :todas Jas; rectas, 
paralelas, y distinto para rectas: no “paralelas. 
Por* consiguiente; . dar un! punto impropio. 
equivale a dar una recta, o sea, ; una dirección *' . 
én el plano. Dos .rectas paralelas, determinan, 
el mismo punto impropio; (equivale; a; decir 
que tienen la'misma dirección); Con este' com: 
venio, el enunciado * “dos. recta 0 
punto” tiene validez¿génerhl: 













E de los puntos; improp 
único padtó común. ¡con do 


conviene en decir q 








recta del infinito del plano P 
Derrnición 3. Sé'llama ¡plano proyectivo Nr 
al plano euclidiano ampliado con. los puntds 
impropios. i e 
Una imagen muy: úl :del! Iplarb: proyectivo 
se obtiene de la manera: siguiente: Sea. el “pla= 
no T y un punto exteriór O (fig. 4)::Consi- 
deremos el conjunto-de Jas rectas y: planos del 
espacio que pasan por O (se llama Tesiarión i 
de vértice O)..Se tienez > 001. Ñ 











La radiación de vértice O constituye una 
representación ¡del plano proyectivo, con el 
convenio de llamar “puntos” a las rectas de la 
radiación y rectas” rl los planos de la misma. 


; En' léfecto: al cortar con el plano x1, a cada 





;recta a que corte a le corresponde el punto A. 


+ de intersección, y a cada plano (a,b) determi- 
“nado por dos rectas, la recta AB determinada 
¿por los'puntos correspondientes. Los puntos 
“impropios de x corresponden a las rectas de 

* la radiación contenidas en el plano 1”, paralelo 
a Xt. A rectas paralelas de 7 les corresponde una 
misma 'recta paralela que pasa por O, conte- 
.nida en el plano ' 1", o sea, un solo “punto” im- 


propio. La recta impropia corresponde a 1”, La - 


radiación de'vértice:O,-excluido el plano 17, 
constituye una xe resentación del plano eucli 
diano. en 

“Obsérvese que al definir el plaño proyectivo 
no se hace más que introducir los elementos 
.impropios como una 'manera cómoda de uni- 
ficar enunciados, pero con ello no se:alteran 
,los' postulados ¿que relacionan los elementos 
punto y 'recta de-la: geometría euclidiana. El 











¡ ipestulado Y ad as la E de que 
un:punto. propio. y.uno impropio determinan 
«una sola :recta, proposición válida en el plano 
proyectivo. Es decir, la geometría: proyectiva 





ag 


se edifica con los mismos.elementos de la geo- 


. metría euclidiana; - aquélla podría estudiarse 


por entero dentro del marco de esta última, 
tan solo complicando los enunciados. Esta ¡ob- 
servación es muy importante desde el punto 
de vista de la fundamentación de la geometría. 
Según ella, al construir la geometría proyec- 
tiva no podrá encontrarse en ningún momento 
contradicción lógica si no la hay en la geome- 
tría euclidiana. : 


3.2, Razón doble de cuatro puntos: su 
invariancia por proyección y sección. DE- 
FINICIÓN 4, Dadós cuatro puntos sobre una 


misma recta 7, y un cierto ordeg, A,B,C,D 


> [el B D 
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entre ellos —independierite del orden en que 


- están dados sobre r (fig. 5) —, se llama razón 


doble o razón anarmónica de los mismos a la 
expresión ó 


(ABCD) =E= 





El primer miembro es una notación, El se- 
gundo es un “cociente de razones entre .seg- 
mentos, los cuales deben tomarse orientados, 
es decir, teniendo en cuenta que, por ejemplo, 
es AC=—CA. La razón doble depende 'del 
orden en que se toman los cuatro puntos. Se 
comprueban, por ejemplo, las relaciones 4 

ABOD) == === = 
( j ) (ABDC)  (BACD) 
= (BADC) =1— (ACBD)'= 
=1— (DBCA). 57 (2) 

Debido a estas selaciónes, de las 24 razones 
dobles que se pueden formar con los 4 pun- 
tos de una cuaterna, al yariar el orden de los 
mismos, solamente 6 tienen valores diferentes. 

Si sobre la recta r está definido un sistema 
de abscisas, o sea, un origen O y un punto 








unidad U de manera que cada punto X esté 
determinado por su abscisa x (distancia a O 
medida con la unidad OU), llamando a, b, e 
y da las abscisas de los cuatro puntos, la ra- 
zón doble (1) se escribe también 


A = (abed) = 
c—a 





da z 
¡ NT 6) 
(A veces, para evitar Ena posible confu- 
sión, pondremos también (a,b, Ye, 1) en lugar 

: de (abed)).) 

“La expresión mediante las abscisas de los 
cuatro puntos tiene la ventaja. de que permite 
definir la razón doble 'aun para puntos ima- 
ginarios, es.decir, para puntos de abscisa imagi- 
naria; se la llama también razón doble de los 
cuatro números a, b, c y d. ¡ 

La importancia del concepto de razón doble 
deriva de la propiedad fundamental siguiente: 

Supongamos que la cuaterna A,B,C,D de r 
se proyecta sobre otra recta 1” desde un pun- 
toP (fig. 6); sean A”, B”, C' y D' los puntos 
proyectados. Vale entonces que (ABCD) = 
=:(A'B'C'D'). 


En efecto, 


c—b 


ieiado ahora a, b, cy d 


a las rectas proyectantes, y representando por. 


ar (APC) el área del triángulo APC, y análo- 
gamente para los demás triángulos, se tiene: 


2ar (APC) =PA.PC.sen (ac) = AC.h 
2 ar (BPC)= PB.PC.sen (bc) '= BC.b, 
donde h es la distancia de P a 7. De aquí 


“AC _ PA sen (ac) 
BC PB sen (bc) ' 


Procediendo análogamente con: los triángu- 
los APD y BPD, para lo cual basta cambiar C 
por D y c por d en las fórmulas anteriores, 


resulta * 


AD _ PA sen (ad). 
BD PB sen(6d) 


Dividiendo las dos Mitos igualdades, re- 
sulta 
; .sen (ac) sen (ad) 


(ABCD) = an" 


* sen (bc) (5 










Ésto «nos dice quí 
depende únicament: 
didos entre las recta: 
tanto, tiene el mis 
sea la recta, ror; 


Esta Propiedad fundamental se enuncia bre: 
vemente así: í ] 

TrorEMA 1. La' razón doble. de cuatro pl 
tos es invariante por.las operaciones de'pro=: 
yección desde un punto; y, sección ¿com,, una 
recta. AA] pa A 





3.3. Razón doble de cuatro rectas, Dr-, 
FINICIÓN -5. Se lama haz de' rectas al com-. 
junto de todas Jas rectas del plano que pasan 
por. un punto, llamado vértice “del 'haz. 

DeriNicióN 6. Se llamá razón doble. de 
cuatro rectas, de un. haz a la razón doble: de 
los cuatro puntos que se "obtienen ' al cortar 
el haz con una recta cualquiera; que nio Sl 
por el vértice, dt: ; 

Esta definición es «admisible, Puesto! que el: 
valor obtenido no depende de'ila' recta! con'la : 
cual se'corta. Mediante.los ángulos Compren= 
didos entre las rectas ¡la razón doble;está: dada; 
por (4). También es importante observar que, 
tomando el. vértice; del 'haz ¿como, origé 
un sistema de ¿coordí 'nadas “rectangular t 
cortando-con la recta, = 1) resulta que-la +a- 








zón doble, de cuatro rectas de añ haz, dadas . 


,Dor.sus ecuaciones, es igual a la razón: doble 
e sus coeficientes angulares. 
MAASE 
¿Se 4. Cuaternas «Aarmónicas. DEFINICIÓN 7. 
Se dice “que. cuátro puntos alineados A, B, 
“-Cy.D forman tna cuaterna arniónica, cuan- 
do su razón doble vale — 1, o sea, en di 


=-—1 




















> “Una configuración fundamental que da lu- + 


H gar a-cuaternes ¡ armónicas es la-de la figura 7, 
«> llamada cuadrivértice' completo. Un' cuadri-. 
vértice'es un conjunto de 4 puntos, como los 
My N, P y Q, de los cuales no haya tres sobre 
una misma recta.'Las 6 rectas que unen estos 
puntos entre sí, dos a dos, se llaman lados del 


20 


cuadrivértice (en la figura son MP, MN, MQ, 
NP, NQ y, PQ). Los puntos en: que se cortan 
dos lados, y que no son vértices, se llaman 
puntos diagonales (el A, el B, y el H). “Vale 
el siguiente: 

_TEOREMA 2. Sobre las rectas que unen dos 
puntos diagonales de un cuadrivértice com- 
pleto, estos puntos y los de intersección con 
los otros dos lados forman una cuaterna 'ar- 
mónica. 


Así, en la figura 7 son armónicas las, cua- 


"ternas A,B,C,D; H,B,F,E y H,A,K,L. Demos- 


tremos, por ejemplo, que lo es 4,B,C,D. Apli- 
cando el téorema 1 a la proyección de A,B,C,D 
desde-M sobre la recta PD, se tiene (ABCD) = 
= (PQHD) y, proyectando desde N sobre la 
recta primitiva, (PQHD) = (BACD). Por lo 
tanto será (ABCD) = (BACD), o sea, lla- 
mando y 4 esta razón doble, "según (2). es, 
x=1/x, o sea x?=1; pero no puede ser 
x= 1.si los cuatro puntos son distintos * , lue- 
go será x=-—1, lo que prueba el teorema: 

En una cuaterma armónica, por ser 


(ABCD) = A = (ABDC), en cada 
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uno de los pares A,B-y C,D. de.la cuaterna 
pueden permutarse: los elementos entre * sí. 
Además, siendo negativa la razón doble, de 


1 En efecto, según (3), si x=1 cs (c—a)(d 
—b) =(d—a) (c—b) o sea, haciendo operaciones 


“y simplificando, («—b) (c—d) =0, lo que obliga 


“a que o bicn A coincida con B, o bien C coincida con D. 





(1) se deduce que los dos pares deben sepa-, 
rarse (es decir, si C es interior al segmento AB, 
el punto D debe ser exterior, y recíproca- 
mente). Por esto se dice que son pares que se 


separan armónicamente. También se dice que. 
cada punto de un par es el conjugado armó-:* 


nico del otro, respecto del par restante. 


Es interesante el caso en que el punto D ' 


se aleja hacia el infinito. En este caso, siendo 


lim] (AD/BD) =lim [(AB+ BD)/BD] = : 


= lim (1 + AB/BD) = 1, se' obtiene AC = 
=— BC, es decir, Ces el punto medio de 
AB. Por lo tanto: : 

Teorema 3. El conjugado armónico “del 
punto impropio respecto del par AB es el 
punto medio del ségmento AB. j 





¡ 
i 
| , 
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-Geométricamente (figs 27: este teorema se - 


puede enunciar: 
TrorEma 9”. Si se unen los vértices de la ba- 
se de un triángulo con los puntos'en que una 


paralela a ella corta a los otros lados, el punto . 


de intersección está sobre la mediana corres- 
l pondiente al tercer vértice. 


eN . 

3.5. Teorema “fundamental. Suponga- 
mos dos rectas r y 1”, y una correspondencia 
biunívoca entre sus puntos tal que a toda cua- 


-' tema de a del 






plano broyectivo; conserva: las, cd rin 
nicas, Comserva. también os valores de:lasir 












quedé 'determinado' pi 
abscisa.: Sean' O"el “origen 1 
púnto unidad ' Cabeci 1) ly! 









_pondencia pi esto: . 
general, los puntos origen, unidad; e ei 
de 7”, pero por. dos proyecciones “conve 
siempre se puede lleyar-O7, U” y “L” sol 
recta 1 de manera qiíe coincidan con los pun- pe 


-2É, 


tos de 'abscisas 0, 1: e 00 de esta última. En 
efecto, si Or y Us son los puntos de abscisas 
0 y 1'de ri (fig. 9), basta tomar dos puntos 
cualesquiera So y Si' sobre la recta 010%; los 
puntos A: (iatersección de SoU” y SiU1) y 
E (intersección, de SoL” con la paralela a ri 
porS1) determinan la recta e. Proyectando 1” 
sobre e, desde So, y luego e sobre r1, desde Sa, 
se' tienen las: dos proyecciones mencionadas. 
' Estas dos proyecciones de centros So y S1 de- 
terminan una correspondencia biunívoca en- 
tre y 71 que. conserva las razones dobles 
y, por lo tanto, se tendrá también una corres- 
pondencia biunívoca entre 7 y 11 que conserva 
las cuaternas armónicas, y que hace corres- 
ponder al origen, al punto unidad y al punto 
impropio: de. r,:los: puntos “análogos de r1. Es 
decir, llaman: do x a la abscisa variable de los 
puntos de r, xx a la del punto correspondiente 
de ri, y f a la correspondencia entre ambas 
rectas, o sea f(x) = x1, se cumple 
¡ 
f(0)=0, F1I)=1, f(0)=w. (5) 
Queremos demostrar que de estas condicio- 
nes, y del hecho de conservarse las cuatermas 
peo se deduce que es 
by ¡fs Ez. ' (6) 
Si esto'es Miedo) los puntos homólogos de 
. r.y ir tendrán abscisas iguales, y por lo. tanto 
las razones dobles. de cuaternas correspondien- 
tes también sezán: iguales; y, como las razones 
dobles de cuaternas homólogas de 71 y 7' tam- 
bién son iguales, ¡quedará demostrado el teo- 
Tema. 
La: cuaterna Y (e + y),0 es armóni- 
ca; por lo. tanto también lo será la de los 
j elementos transformados, de donde resulta. 


AER) = FU +01 0) 






l 





De aquí; haciendo y =0 y sustituyendo, a 
continuación, x por 2x, resulta 


ds 2/(x) = Í(x) (8) 


y, por lo tanto, escribiendo (7) para los valo= 
res. duplos de las variables y aplicando (8) 


Í+y) =160) +$() (2) 


- 22; 


que para x + y=0 da : 
K=x)==$(). (10) 


Teniendo ahcra en cuenta que la cuaterna 


- — Xy 4H x,1,x* también es armónica, y que por 


lo tanto también lo: será la cuaterna transfor- 
mada, aplicando (3) a esta última resulta 


1é)=1f60P 4D 

y de aquí, poniendo x-+y en "vez de x y 
aplicando (9) y (11), 

AN=ÍDÍO. (12) 


Es decir, (9) y (12) prueban que toda co- 
rrespondencia que cumple las condiciones (5) 
y conserva las cuaternas armónicas, conserva 
también la suma y el producto (se dice que f 
es un automorfismo). Para llegar a (6) obser- 


vemos que, siendo f(1) = 1, de la aplicación 


sucesiva de (9) resulta f(m) =wp», para m 
entero. Poniendo x= e y =21/m en (12), 
resulta f(1/m)= f(9)/f(m) =521/m, es de- 
cir, (6) vale para números racionales. Falta 
ver que vale también para números reales 
cualesquiera. 

Poniendo en (11) Vx en lugar de x, re- 
sulta f(x) =[f(Vx) 1% y por lo tanto para 
x > 0, puesto que la raíz existe, f(x) es un 
cuadrado; 'por lo tanto, suponiendo siempre 
que las variables son reales, resulta que si 
x>0esf(x) > 0 de donde, aplicando (9) y 
(10), se deduce que si x—y > 0, es f(x) — 
—f (9) >0. 

Supongamos ahora que para un valor x no 
fuera f(x) =x sino f(x) =r, y supongamos 
que r>x. Se podría elegir un número ra- 
cional a tal que x < 4«<r y, entonces, sien- 
do a—x>9, sería f(a4) —f(x) > 0. Pero 
f(a) =4 (por ser a racional) y f(x) =+ (por 
hipótesis); por lo tanto sería «—r> 0, 
contrariamente a la desigualdad supuesta: 
x <a< r. En forma análoga, también se llega 
a una contradicción suponiendo que r.<x. 
Esto prueba que debe ser siempre f(x) =x, 
como se quería demostrar. 


3.6. Puntuales proyectivas y perspecti- 
vas. DEFINICIÓN 8. Si una recta se consi- 


dera como conjunto de sus puntos, no como 
elemento, se llama puntual. 

' DerrNICcIÓN 9. Se llamá proyectividad en- 
tre dos puntuales a- toda correspondencia 
biunívoca entre sus puntos, que conserve las 
cuaternas armónicas. . 

; Según el teorema fundamental de Staudt se 
conservarán también las razones dobles de 


cuaternas cualesquiera. De aquí se deduce que 


la proyectividad queda determinada por tres 
puntos A, B y C de la puntual », y sus corres- 


¡ 9) 
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pondientes A”, B' y C' de Y, puesto que, para 
cualquier otro par X,X” de puntos homólogos, 
debe ser (ABCX) = (A'B'C'X”), lo que per- 
mite determinar X” dado X. Por llo tanto: 

“TEOREMA 5. Una proyectividad entre dos 
puntuales queda determinada por tres pares 
de puntos homólogos. 


¡De aquí: 


14) Si el punto común a dos puntuales pro- 
yectivas es homólogo de sí mismo, H=H' 
(fig. 10), las rectas AA”, BB”, CC',..., que 
unen puntos homólogos, concurren en un pun- 


to O. En efecto, si O es el purito en que se . 


cortan AA” y BB', proyectando desde él la 
puntual r sobre 7”, se obtendrá una correspon- 
_dencia proyectiva en la cual (4,4), (B,B") 


" dad dada. Resumi 


«se llama hiperbólica;. 


y (H,H”) son pares de peo homólogos; "por, 


* DerINicióN 1( 
res de puntos homó 
yectivas pasan'por'u 


ciente" que su “punto comú 
sí mismo. * pi 


b) Sustituylendo 1 dos taa por sus' ADA 
nadas, la relación (ABCX)= esten 
só ' 









donde a, B, y constantes que 
dependa de abeciód dlA¡ByCy de sus 
homólogos A”, B” y C', y-que tuba lá con- 
dición 0d—Py7e0.i deje 

La expresión (13): se llama' ecuación de la 
broyectividad. ou ¿ld 

Si las puntuales son stperpuestas;- r=v, 
se llaman puntos unidos a los homólogos de sí; 
mismos. -Para- determinarlos;«bastará |.hácer. + 
x=x en (13), resultando una ecuación! de 
segundo “grado. Por: lo* tanto) «prescinc do; 
del caso de la: identidad, en' ique cáda'' : 
coincide con su homólogo, f ci 
casós: 

La proyectividad 











o: 
les proyectivas superpuestas! Supongamos que. 
al punto A le corresponda el A”. En: general: 
a A”, considerado como' ¡punto de r;:le corrés- 
ponderá otro punto A”; Cuando' A”.es el mis-' 
mo A primitivo, se.dice que A, y A, 
ponden doblemente. 0.201 000000 










"Dermición 11. Una proyectividad entre 


puntuales superpuestas en la cual todos los - 


puntos se corresponden doblemente, se llama 
involución. Los puntos homólogos de una in- 
volución se llaman conjugados. , 

Tiorema 7. En una proyectividad basto 
que un par de puntos:se correspondan doble- 
. mente para que también se corresponda doble- 
“mente' cualquier otro' par: de puntos homó- 
logos, ; A á 

En efecto (UVAA”) = (UVA'A); luego 
(ANBB") = (A“AB'B”), e invirtiendo los 
dos pares de la:segunda razón doble, por (2), 


resulta” (AA'BB') = (AA'B"B'), y por lo *; : 
y ; jugados A” y B', Si se indican las abscisas de 


tanto Bss B. 

TEOREMA '8. ¡Si na involución tiene dos 
putos unidos Uy V, y A y 4 son dos 
puntos: conjugados' cualesquiera, la cuaterna 
USV, AJA” es armónica, ; 

En efecto, (UVAA”) = (UVA'A); luego, 
el valor de esta razón doble es —1. 

La ecuación de la proyectividad (13). se 
puede escribir.en la' forma yxx" + 5x" —0x — 
—$ =0. Para que represente una involución 
debe ser simétrica respecto de x,x”, y por lo 

- tanto debe ser 0,=-—0.:Es decir, la ecuación 


general, de la. involución: resulta yxx' + d(x%-+ / 





+ x”): —P =.0.' Además, la condición ad — 
-—By>7% 0, que. hemos'ivisto que es necesaria 
* para que la ecuación (13) represente una pro- 

yectividad, en. el-caso:de una involución se 

reduce a 3% 4 By 40. De aquí resulta que una 
inyolución no puede 'ser, parabólica, puesto que 
la ecuación ysx?+20x—f$= 0, que da los 
puntos unidos de la involución, debería tener 

“una raíz doble y por lo tanto conduciría a 

BEBO. 0 ; 
Si se elige el sistema de coordenadas de ma- 
_nera que al punto origen x =0 le corresponda 
el, punto impropio x= 0%, entonces en la 
ecuación dela involución deberá ser 5 =0. Si 
¿“además se hi cidir el punto unidad con 
A : 

¡el punto VB/Y o con el V— B/Y, de modo que 

sel Hradicando ''sea | positivo, ' resulta “que la 
“¡ecuación de una involución siempre puede po- 
.nerse en la; forma' simple xx" +1=0, si la 
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involución es elíptica, y en la xx" —1=0, si. 


es hiperbólica: 

En el caso hiperbólico, la ecuación de la in- 
volución puede ponerse en otra forma todavía 
más simple, eligiendo el sistema de coordena- 
das de manera que los puntos unidos sean el 
origen y el: punto del infinito. En este caso, las 
raíces de la ecuación yx? +2dx— $ =0, que 
da los'puntos unidos, deben ser 0 e co; esto 
obliga a que sea B=0 y y=0, quedando la 
ecuación de la involución en: la forma simple 
x+x'=0; Esta forma sirve para establecer 
rápidamente una relación importante entre un 
par de puritos cualesquiera Á y By sus con- 


estos puntos con 4, b, a' y b', por sera dal = 

=0 y b4 6'=0, resulta 

(a+ b)? 
4ab 


Por otra; parte, representando por U y. V 
a los puntos unidos de la involución (cuyas 
coordenadas en el sistema elegido son 0 e 00), 
es 


(ABBA) = (a,b, —b,—a) = 


(UVAB) = (0,0106) =5> 


(UVBA) =>. 


«Resulta astila importante identidad 
4(ABB'A?) = (UVAB) + 
+ (UVBA) +2. (14) 


que liga los puntos unidos U y V de una,in- 
volución con dos pares 4,4” y B,B” de pun- 
tos conjugados cualesquiera. 


3.8. Proyectividad entre haces de rec- 
tas. Toda correspondencia entre las rectas 
de dos haces se reduce a una correspondencia 
entre puntuales cortando cada haz con una 
recta. Si la correspondencia subordinada entre 
dichas puntuales es una proyectividad, se dirá 
que los dos haces son proyeccivos. Si los haces 
son superpuestos (tienen el mismo vértice) 
y la sección da una involución, se dice que los 
dos haces están en involución. De esta manera 


todo lo diéko en los apartados precedentes vale 


para haces. En particular, si dos haces proyec-, 


tan¡los puntos de una misma recta, como los 
de centro A y B de la figura 11, resultan pro- 
yectivos. En'este caso se dice, además, que son 
perspectivos, y la recta cuyos puntos se pro- 
yectan se llama eje de perspectividad. Del 
misino modo que para las puntuales: la com- 
.dición necesaria y suficiente para que dos ba- 
ces! proyectivos sean perspectivos, es que la 
recia que une sus vértices 'sea unido. 
1 : 

.3.9. Homografías o colineaciones. DeE- 
FINICIÓN 12. Se llama homografía o colínea- 
ción entre dos planos, distintos o superpues- 


tos a toda correspondencia bivinívoca entre | 


“sus puntos, tal que a puntos aligeados corres- 
pondan puntos alineados. 

Dados cuatro puntos alineados A, B, € y 
“D; ¡que formen una cuaterna armónica, ob- 
¡servando la construcción del cuadrivértice 


"completo (fig. 7) resulta que los, puntos ho-. 
mólogos A”, B', C' y D' ocuparán posición 
A: e 
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análoga respecto del cuadrivértice completo 
transformado (por corresponderse los puntos 
alineados) y por lo tanto formarán también 
una cuaterna armiónica. De aquí 'y del teore- 
ma fundamental de Staudt resulta: 


- TEOREMA 9. Las razones dobles de cuatro 


* logos, tales que entre los. de cada plano: nunca 


nos subordina. 2n4.. pr 
puntuales o haces ho 









Teorema 11 Todé ETA queda; 
terminada por cuatro! pares de: puntos home 





¿(AyA”)y 
(BB), (07 y (D;D ) ; hay que ver ¿sino : 
queda determinado 'el. homólogo P”:. de! un: 
punto" cualquiera P.. Entre! los; haces d 
ces Á y A” está. definida luna .proyectivid; 
por las tres rectas AB, AC,y AD y, sus hom: 
logas A'B', AMC! y a ¡(fig 







tas BA, BC. y :BD 
B'C' y :B'D'; «por: ] 





anto, :á BP 16" corres. a 


ponde una recta bien; determinada :B'P'); La; ¡ 


intersección de A”P” con BP essel punto Pe; 
poa 





buscado.“ pida 





La :proyectividad así obtenida es única, 


puesto que si hubiese. otra, por el teorema 10 * 


“ ella subordinaria entre los haces de vértices A 
y A” una proyectividad, que no puede ser otra 
que la considerada, por: tener con ella tres pa- 

- . res, de, rectas homólogas comunes. Lo mismo 
: entre los 'haces de vértices B y B'. 

s Finalmente, si P estuviera sobre la recta AB, 

. tomaríamos C y D como vértices de los ha- 
“cos. Queda así demostrado el teorema 11. 

A] 

4 0. Homografías particulares: homo- 
logí :.': Consideremos ahora el caso de dos 
planos proyectivos superpuestos. Del teore- 
ma; 11 anterior se: deduce:' 

*TreoxeMa 12. .Una, homografía entre dos 
blanos superpuestos, que no sea la identidad, 
no. puede tener cuatro puntos unidos tales que 
tres deellos 10:estén en línea recta. 

Cabe, por otra parte, el caso de más de tres 
puntos unidos que estén alineados. En este 
caso,. la proyectividad subordinada sobre la 
recta que los contiene, por tener. tres puntos 
unidos: será la identidad, es decir, la homogra- 
fía tendrá: :toda: una recta de puntos unidos. 
- DEFINICIÓN 13. Una homografía con una 
recta de puntos unidos se llama homología. La 
recta. ¡se llama eje de la homología. 


E TEOREMA" 13. Toda: homología tiene: tam- 
bién un baz'del rectas unidas. El vértice del 
mismo es un bunto'unido que se llama centro 
de la homología, y que 0] o m0 pertenecer 
deje; Pei AA 
': Demostración. Sean A y A dos puntos ho- 
mélogos distintos; sea N el punto en que la 
.recta¡ AA” corta al eje e. Por see N=N" la 
= NA coincide con su homóloga a = 
“A”, o sea, es una recta unida. Lo mismo 
.vale para cualquier otro.par de puntos homé- 
logos B,B'. Luego, hay infinitas rectas unidas, 
Como la intersección de rectas “unidas es un 
"punto unido, para que no haya cuatro de ellos 
¿tales que nunca tres estén en línea recta, to- 
das: esas rectas deben formar un haz (en caso 
contrario, tomando dos puntos unidos no per- 
tenecientes al eje y dos puntos de este eje no 
alineados con ellos, se tendrian cuatro puntos 
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unidos, sin estar ninguna terna de ellos en lí- 
nea recta). El vértice de este haz es el centro 
de la homología. Queda probado, de. paso, el 


siguiente 


TeoreMA 14, En una homología, las rectas 
que unen pares de puntos homólogos pasan 
hor el centro, 

También es importante el 

* Tzorzma 15. Una homología queda deter- 
minada por el centro, el eje y un bar de pun- 
los homólogos. 


En efecto, sean O, e y (4,4”) los datos, 


(fig. 13). Basta ver que con estos datos se pue- 
de construir-el homólogo B” de cualquier: otro 
punto dado B. Para ello observemos que: 


O 





Figura 13 


a) B' debe estar sobre la recta OB (teor. 14); 
b) la recta AM tiene por homóloga a A“M”, 
que podemos trazar; por lo tanto B”, que debe 
estar sobre la recta A”M”, será la intersección 
de esta recta con OB. 

En la figura 13, si consideramos las rec- 
tas OA y OB como secciones del haz 
(M:O.N,4A ,4%) 1, según el teorema 1 resulta 

1 Con esta oración jadicamos el haz de sectas de 
vértice M al cual pertenecen las cuatro rectas MO, MN, 
MA y MA”, 


(ONAA”) = (OEBB'), y por lo tanto esta 
razón doble es la misma para cualquier par de 
puntos homólogos. Es decir: . 

Trorrma 16. En una homología, la razón 
doble de la cuaterna formada por dos puntos 
homólogos, por el centro y por el punto en 
que la recta que los une corta al eje, es coms- 
tante, 


La constante así obtenida se llama razón 
A 4 


! : 

ó ñ 

4,1. Las cónicas. Las cónicas son la elip- 
se, la hipérbola y la parábola de la geometría 
elémental. La circunferencia es también una 
“cónica: es una elipse particulaf. Se pueden 
definir de varias maneras. Una de las más in- 
tuitivas y también de las más: “antiguas, pues 
se'remonta 2 Apolonio (siglo nm a. C.), con- 
siste en considerarlas como secciones planas 
de un cono de revolución completo. Según la 
posición del plano con el cual se corta, se 
obtiene una u otra de las tres especies de có- 
nicas. Así, si el plano que es paralelo al dado 
y pasa por el vértice O es exterior al cono, la 
sección es una elipse; si es secante, una hipér- 
bola; y si es tangente, una parábola, 

¿Analíticamente las cónicas están represen- 
tadas por ecuaciones de segundo grado en las 
dos coordenadas cartesianas, x e+y, del plano. 
Es decir, sor las curvas más simples después 
de:las rectas, representadas por ecuaciones de 
primer grado. Tal vez por esto las cónicas 
son curvas que aparecen con frecuencia en 
la: naturaleza: las trayectorias de los planetas 
o ¡de los satélites, y las.de los proyectiles en el 
.vacío, son cónicas. 





Es evidente el teorema! olpc, ¡Dados 
un. punto O, una recta 54) J ba valor, ¿COMStót= 







del plano, les hace: “correspond der:el fúnto. 
KONAA!) 
=A (siendo N el punto de intersección de 94, : 
con e), es una homología] de ¡centro ¿ 



















propios, se llama ' eli, ¡pses 'si tie, 
y sí tiene uno solo; Parábola: 4 
Si A y B son lus ¡vés , 
(fig. 14), conviene observar que a 12' récta. 
considerada: como ¡recta del haz! A:1 
ponderá. una cierta recta BB”,.y o 
de acuerdo con: la-definición;'el pun 
tenece -2' la cónica. ;£ 












pal 

is di ra aii usa A 
se compone dedos rectas, ¡eléje de pérspectividad; uay 
y la recta que une Jos “vértices ¡de Jos: ¿dod! haces 4 thor 
tratarse de una recta unida: En éste; caso'se dico; 
ces, que se trata de una cónica degenerada:: 





pertenece también a la cónica y la tangente 

en él es la recta homóloga de la BA considerada 

como, secta. del haz'B. 

“Si r es una recta que no pasa por Á ni por B, 

los puntos: de ¡ella que pertenecen a. la cónica 

serán los puntos unidos de la proyectividad 
' obtenida sobre dicha recta como sección de los 


10 3 es] i 
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haces proyectivos generadores de la cónica, 
Por lo tanto: una recta puede tener, con.una 
cónica, dos, uno,¡0 ningún punto común, lla- 
mándose respectivamente secante, tangente, o 
exterior a la cónica. : 

¿Para que la definición de Steiner. tenga va- 
lor, hay que demostrar que los vértices A y B 
de los: haces proyectivos' generadores..no son 
puntos excepcionales, sino que proyectando 
los puntos de; una cónica desde dos cuales- 
quiera de sus puntos. se;obtienen siempre haces 
Proyectivos; doi ; 

Demostración. Sean E y H otros dos pun- 
tosifijos. de la cónica, :desde los cuales yamos 

a proyectarla (fig»:15). Si M y N son otros 


dos:puntos, al cortar: los háces proyectivos de-- 


vértices A y: B-respectivamente por las rectas 
'NE y :NH, resultan: puntuales : perspectivas 
(puesto: que son proyectivas y el punto N es 
. homólogo de sí mismo).cuyo centro de pers- 
pectividad es.el punto R'de la figura. Si ahora 
suponemos que N' describe la cónica, los haces 
de vértices E-y H proyectan las puntuales que 


_P y Q describen'sobre MÁ y MB, respectiva- * 
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mente. Pero estas puntuales son perspectivas, 
siendo M su punto unido y R el centro de 


_perspectividad (intersección de las rectas"PQ 


y AH, que unen pares de puntos homólogos) ; 
por lo tanto sus proyecciones desde E y H 
resultan proyectivas, como se quería de- 
mostrar. bs 


4.2. Teoremas de Pascal y de Brian- 
chon. La anterior demostración tiene la 
ventaja de que, al mismo tiempo, si se observa 
en la figura 15 el hexágono AMBENE in- 
cripto en la cónica*, resulta demostrado el 
siguiente + 
TEOREMA DE. Pascal. Los tres puntos en 


que se encuentran los pares de lados opuestos. 


de un hexágono inscripto en una cónica, están 
en línea recta. : 





Ficura 15 


Vale también el siguiente teorema -dual: 

TrorEMA DE BRIANCHON. Las tres rectas 
que unen los pares de vértices opuestos de un 
bexágono circunscripto a una cónica, concu= 
rren en un punto (fig. 16). b 

Estos teoremas siguen siendo válidos en los 


1 Obsérvese que el hexágono no tienc que ser nece- 
sariamente convexo como en la geometria elemental; 
puede ser estrellado, como el AMBENH: de la fig. 15. 
La definición general es la siguiente: un'hexágono es 
un conjunto de scis puntos dados ca un fierto orden; 
las rectas que unen puntos consecutivos, en el orden 


* dado, son los lados del hexágono. 


casos límite en que los hexágonos se reducen 
a pentágonos, cuadriláteros o triángulos, por 
coincidir algunos de los vértices, en el caso de 
Pascal, o algunas de las tangentes, en el de 
Brianchon, e 


. 4,3. Determinación de cónicas. “TEORE- 
ma 1. Una cónica queda determinada por cin- 
co' puntos de los: cuales no baya nunca tres 
sobre.una misma recta. . 

En efecto, sean A, B, C, D y E los puntos 
dados (fig. 14). Tomando dos de ellos, por 
ejemplo A y: B, como vértices, los pares de 
“rectas (AC,BC), (AD,BD) y. (AE,BE) défi- 
nen una proyectividad entre los haces de vér- 
tices A y B. Si C, D y E no están en línea 
recta, esta proyectividad no es una perspecti- 
vidad y, por lo tanto, define ura cónica que 
pasa por los cinco puntos dados. * * 

CoroLaxrio 1. Una cónica queda determi- 
nada por cuatro puntos, tres de los cuales no 
estén nunca en línea recta, y la tangente en 
uno de ellos. E 
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CoroLarIo 2. Una cónica queda determi 
nada por tres puntos, no alineados, y las tan- 
gentes en dos de ellos. y 

En ambos, casos basta considerar las tan- 
gentes como pósiciones límite de rectas. que 
unen dos puntos que han coincidido. Por ejem- 
plo, en el caso segundo, si los puntos son A, B 
y C y las tangéntes en los dos primeros son 


.a y b (fig. 17), la cón 'queda determinada 
' por los haces proyectivos de vértices A y B 
en los cuales (AC,BC),¡(a,BA) y. (AB;b) son 
pares de rectas homólogas. :| et 


4 






4.4. Polaridad en; las (o 
una cónica, y P un' punto del plano que'no 
pertenece a ella, Sean; A y; B¡los puntos de 
intersección de la cónica; con una secante que 
pase por P, y consideremos el punto P”, con- . 









La 


FIGURA, 17 - 


jugado armónico de P respecto del par A,B 
(£ig. 18)..Al variar la secante que pasa por:P, 
.se demuestra que P” describeiuna 'rectá, lo cual 
permite formular la siguiente '; : 4 
. DerrnIcIóN 2. Se: llama polar de: un puñ-: 
to P,'respecto de uná cónica'Q,;a la recta que 


_ contiene los puntos conjugados armónicos de-P 


respecto de los pares de puntos en que secantes 
por P cortan a la cónica. 1, *:4i4,0 ñ 
El punto P se llama. polo desu recta polar. 

.Si la polar de P'corta: én-un. punto; 
M, la recta PM no puede tener otro'punto'co--, 
mún con Q; por lo.tanto¡estangerite'3. Q.-Es* 
decir: la polar de un'punto esila'recta'qiie'virie * 
lós puntos de contacto'de las: tangeñites'aí:la 
cónica trazadas' por+el: punto; supuesto: que : 
existan. te MA E eods l 

Si la polar es tangente a 'la' cónica, el polo 
.debe estar sobre ella: y, además, de! acuerdo 
con la definición, no puede ser otro punto que | 


2d Es 
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1 3 
cl de cóntacto, áto) conduce, inversamente, á 
definir como polares de los puntos. de una 
cónica: a las Dir iaa respectivas en dichos 
puntos. 

Toda cónica divide al Plano en dos regiones: 
la; de los; puntos desde los cuales se pueden 
trazar 'tangentes a la cónica y la de aquéllos 
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dedía los cuales! esto no es posible; los prime- 
“ros se llaman: “exteriores y los" segundos inte- 
. riores.En términos, de: «polo y y polar esta divi- 
sión conduce.a la siguiente * 

-DerINICIÓN '3. Los puntos del plano no 
pertenecientes! la cónica se clasifican en ex- 
teriores e interiores según que su polar sed se- 
cante o exterior a la cónica. 


¿De la definición: de polar se deduce inme- 


diatamente que las polares de los puntos de una 
recta, pasan por el polo de la misma (por 
ejemplo, la polar. de P” (fig. 18) debe pasar 
por P,, conjugado armónico EN P* respecto del 
par A;B). En consecuencia, para hallar el polo 


de una recta bastará trazar las polares de dos . 


de sus puntos, y el punto de intersección será 


el' polo. buscado. 
+ Teniendo en cuenta Jas propiedades del cua- 


. | drivértice completo (ver 3.4) y la definición 
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de polar, se deduce que para un punto P y su 
polar p tiene lugar la configuración de la 
figura 19. 

De ella se deduce que, trazando por P dos 
secantes PAB y PA1B, cualesquiera, se verifi- 
ca: 4) Los pares de rectas (ABs,BA1) y 
:«(AA1BBi) se cortan sobre p, lo cual da un 
método para la construcción de la polar, tanto 


. para los puntos interiores como para los ex- 


teriores; b) Las tangentes en Á y B,oen Az 
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y Bi, se cortan también sobre p; c) La polar 
de Resr=)PS y la de.S es s=PR; el trián- 
gulo PRS, que tiene cada lado como polar 
del vértice “opuesto, se llama autopolar res- 
pecto de la cónica Q; una cónica tiene infini- 
tos triángulos autopolares. 











4.5. Elementos . conjugados. DerINt- 

- CIÓN 4. Dos puntos P y P” tales que cada uno 

pertenece a.la polar del otro, se llaman com- 
jugados. 

. Dualmente: dos rectas byyp cales que cada 

“una pasa por el polo de la otra, se llaman cor- 


jugadas, 





P 





] 
1 
| Ficura 20 i 
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Sea: $ una recta dada y P su goto (fig. 19). 


Dado un punto R de p, su conjugado-sobre p 
será el punto en que esta recta corta a la po- 
Jar ir de R. Manteniendo fijos, dos puntos Á 
y B, de Q y alineados con P, al variar R so- 
brel p el punto Ax describirá la'cónica; los 
haces que proyectan este punto desde A y B 
serán proyectivos, y como S y describen 
respectivamente las secciones dexvestos haces 
con':p, resulta que,R y S describen también 

» puntuales proyectivas, Además S y.R se corrés- 
poriden doblemente, pues si S es conjugado de 
R también R lo es de S. Por lo tanto: 


“Teorema 2. La corréspondencia entre pun= 
tos conjugados de una recta dada (no tangen- 


te a la cónica) es uma involución. Se" llama - 


involución de puntos conjugados. 

Los puntos unidos de esta involución, con- 
jugados de sí mismos,'son'los puntos en «que 
la recta dada corta 2 la cónica. Si la recta es 
exterior, la involución de ¡quatos: conjugados 
es elíptica. 

Dualmente, se Feificas a 

Teorema 2”. La correspondencia entre rec= 
tes: conjugadas deun haz dado (de vértice no 

! 


Mamada, involució; 







perteneciente a la 








+. Las sectas unidas 








Dada una cónica y ten e 
sición de la recta impr 
ma,. Ep las sigui 






metros tales que cada úno pasa pot el'polo; a 
otro:' Para L q y la! ¡hipérbola ellos; Lori 
e: di 






contado! entre 
' Focos son los punto para; los, ciales. 
volución de rectas conjugadas es la involución h ¡ 
que a cada recta le: hace corresponder 
pendicular (involución- rectangular 










4,7. Hóomografías que transforman una 
cónica en otra. ; Supongamos definida una 
homografía o colineación entre dos planos x 
y Y, que pueden ser distintos o coincidentes. 

Sean A y. B dos:haces proyectivos de x. Co- 
mo las homografías subordinan proyectivida- 
des entre formas homólogas, los haces trans- 
formados, A” y. B' serán respectivamente pro- 
ycctivos con los A y.B; en consecuencia, se- 
rán proyectivos entre si. Por otra parte, los 
haces A y B engendran una cónica Q y, por la 
homografía dada, a los puntos de Q les corres- 


LM” ra 

y «ponderán los puntos en que se cortan las rec- 
sAeitas. homólogas. de los haces proyectivos 4 yB, 
* es decir, los: Pintos de otra"cónica Q”. Se tiene 
r lo tanto, el :siguiente 
TEOREMA $ Las' homografías transforman 
Lee cónicas en: cónicas. 
eii procamente, dadás dos cónicas cuales- 
viera Q y:Q! en los planos 1-y 11”, ¿existirán 
de - homografías de x en 1” que transformen Q 
* ¿“en Q'?Vamos a demostrar que sí, y aun que 

¿hay infinitas de ellas. : 

¡Tomemos sobre Q tres puntos cualesquiera 
“A, By, Cy. sobre O“ ¡otros tres, también cuales- 
quiera, A/, B'.y C'. Sea P el punto de encuen- 
; ro de las tangentes a Q en' Ay B, y P el de 

encuentro ¡de llas! ltanpeates: a Q'.en 4” y B' 
figo20).1 044 ptas 
egún el teorema 11 del! capitulo TI existe 
una homografía entrejx y 1 que tiene como 
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puntos homólogos A,B,C y P y 4, 3, Cc 
y P”. Esta homografía, por el teorema 3, trans- 
forma Q.en otra cónica, la cual débe pasar por 
A”, B' y C, y tener por tangentes en A” y B” 
las rectas P'A” y P"B', respectivamente. En 
consecuencia, por el corolario 2 del teorema 1, 
esta cónica no puede ser otra que Q”. Es decir: 

Teorema 4. Dadas dos cónicas Q y Q', 
existen infinitas homografías que transfor- 
man Q en Q'. Cada una de estas homografíos 
queda determinada dando tres puntos de de > 
sus tres homólogos de Q”. 
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Obsérvese también que si P- y p son un 
punto y su'polar respecto de Q, los elementos 
transformados, P” y p”, por una homografía 
que transforme Q en O”, serán también polo 


y polar. resperto de Q”; basta recordar la; de- . 
5 finición de polar y la propiedad de las homo- 


grafías de conservar las cuaternas armónicas. 
Por lo tanto: 

TEOREMA 5. En'toda homografía que tráns-. 
forme la cónica Q en la Q”, a elementos conju= 


gados respecto de Q les corresponden elemen- . 


tos conjugados respecto de Q'. Ñ 
Para más adelante va a ser de importancia 
el siguiente , 
Tzorema 5 Sean dos cónicas Q y Q”, y “en 
se interior dos puntos P y P” y dos semirrec- 
tas a y d' que pasan por ellos. En estas condi- 
ciones existen'sólo dos homografías que trans- 
forman Q en O PenP y aen a (fig. A 


+ En efecto, sea M el punto en que a corta 
a 0y N el punto en que lo hace su prolon- 
gación; sea A el polo .de a. Indiquemos con 


las mismas letras, con tildes, los puntos co- 


rrespondientes en el plano de Q'. Llamemos 
E y Fa los puntos en que AP corta a Q, 
y E y L a aquellos en que A'P” corta a Q”. 
La homografía que transforma A,M,N,E en 
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A M',N5H y la que transforma A,M,N,E 
en:AM”, NE cúmplen las condiciones del 
cauntiado y son las únicas posibles, puesto 
que cualquier otra que también “cumpliera 
dichas condiciones tendría como homólogos a 
los puntos empleados para determinar una de 
las dos homografías, y cuatro pares de puntos 
homólogos definen'una y sólo una homografía. 


4.8. Proyectividad entre cónicas. * Derr- 


+NICIÓN 5. Si dos cónicas Q y O” se correspon- . 


den en una homografía definida” entre sus 


planos, a la correspondencia subordinada en- 


tre los puntos de Q y los. de Q' se la llama : 
proyectividad entre dos cónicas, : 

Según el teorema 4, una proyectividad e entre 
dos cónicas queda definida pe aa parés :de 
puntos homólogos. + -; | 

Es interesante el caso de e 
tas. Q=0Q" (fig. 22).;Entonc 
rectas (AB', am, ñ (AC: od e y 


as “superpues- , 








ñ 


(AD',A”D),..., que unen pares de puntos 
homólogos den manera cruzada, y, que se. lla- 
man pares de rectas asociadas, se cortan sobre 
una misma recta e llamada eje de colinzació: 

En ia los haces" (A: B,C,D, 
(4: B',C',D', ...::) “son proyéctivos, 
homólogos en TL: hóomografía. dada; por otra. 
parte, (A:B,C,D,. +.) y (A B,.C,D, ...), 


“al igual. que - los. “haces (AMRBO DY 


y (A: B',C'D”, .....)y som: también y proyectivos, 
do proyectar puntos de' úna ' ¡cónica ¿desde 


/ dos puntos A y A” de la misma; en'comisecteni- 
"cia (A”: B,C,D,.. 


y (AB CAD", «: 4) re- 
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sultan ser proyectivos entre sí. Además son 


perspectivos por ser AYA y AA” rectas homó-. 


logas;-el eje de perspectividad es el eje de coli- 
neación, €. Que sobre este eje se corta también 
«el par (BC',B'C) y análogamente cualquier 
otro par de rectas asociadas, resulta del teorema 
de Pascal aplicado al. hexágono AC'BA'CB”. 
"Los puntos de intersección del eje e con la 
cónica son los puntos unidos de la proyectivi- 
dad. Porlo tanto, si e es secante será hiperbó- 
lica, si es tangente será parabólica, y si es ex- 
terior será elíptica, 
Sila proyectividad sobre ño] es una involu- 
ción, para cada:dos pares (A,A”) y (B,B”) 
“de puntos homólogos, no solamente AB' y 


í 

A“B son rectas asociadas, sino que también lo . 
son AB y-A'B', las cuales, por lo tanto, se cor- 
tarán también sobre e (fig. 23). En conse- 
cuencia, como se deduce de la figura, las rec- 
tas AA” y BB' se cortan en el polo E de e y lo 
mismo ocurrirá, en consecuencia, para todas 
las rectas AA”, BB”, CC”, DD”, ... Es decir; 

Teorema 7. Si una proyectividad sobre una 
cónica es una involución (es decir, los puntos 
homólogos :se corresponden doblemente), las 
rectas que unen pares de puntos homólogos 
Pasen por un punto fijo sd es el polo del 
eje de colineación. 

Este punto se llama centro o polo de la i, in 
volución. 


4 CAPÍTULO V 


GEOMETRÍA NO EUCLIDIANA HIPERBÓLICA:. 


5.1, El modelo proyectivo del plano no 
'euclidiano. Con-las nociones anteriores de 
gtometría proyectiva, vamos a construir un 
modelo de geometría plana en la cual no vale 
el postulado Y de Euclides, valiendo.en cam- 
bio.los cuatro primeros. El modelo va a co- 
reesponder a la geometría hiperbólica o de 
Lobachevsky-Bolyai, que ya. vimos que era la 
más interesante, pues en' ella las rectas son 
abiertas e ilimitadas. Deberemos definir: 
16) El plano no “euclidiano, con los puntos 
y rectas del Mismo. 


D), La igualdad. o congruescia de figuras. j 


Para esto ¡último se. adopta, en esencia, la 
misma. definición de Euclides: dos figuras son 
ales cuando existe un movimiento que lle- 
“ya una de ellas a coincidir con la' otra. Debe- 
¿FEMMOS, por, lo: tanto, definir. también qué se 
.:entiende por-ún: “movimiento”. .** 

¿Sea Q una, elipse fija del plano. Se llamará 





q 


'l, PROPIEDADES GRAFICAS 


la cónica absoluta o, simplemente, el absoluto 
del plano. Si en vez de una elipse se tomara. 
una hipérbola o una párábola, todo lo «que 
sigue valdría igualmente, pero es más intui- 
tivo razonar sobre. una elipse, por tener esta 
curva todos sus puntos a distancia “finita. 
Incluso, para concretar más las ideas, se podría 
tomar una elipse especial, por ejemplo, una 
circunferencia, 

Derinición 1. El plano de la geometría no 
euclidiana ' será el interior del absoluto. Los 
puntos y las rectas son los mismos elementos 
dé la geometría ordinaria, pero las rectas se- 
toman reducidas a la parte de ellas que esinte- 
rior al absoluto. n 

Es indispensable observar que se considera 
únicamente el interior de Q, es decir, se ex- 
cluyen los. puntos exteriores y también los 
puntos de Q. Esto hace que el plano no eucli- 
diano sca ilimitado, puesto que no tiene límite; 





y contorno perteneciente al mismo. La recta 
AB,'por ejemplo, no tiene puntos terminales, 


puesto que los A y B de la cónica ya no per=. 


tenecen al plano no euclidiano ni, por lo tan- 
to, a la recta (fig. 24). 3 : 


5:2. Los movimientos del plano no encli- 
* diaño. Para cualquier geometría es funda- 
mental el concepto de igualdad o congruencia 
de figuras. La definición misma de ángulo 
“recto o la de rectas perpendiculares se apoyan 
en la igualdad de dos ángulos adyacentes. 
En la geometría euclidiana, dos figuras son 
iguales cuando pueden hacerse coincidir, me- 
* diarite un movimiento, entendiendo por tal 
una; transformación del plano euclidiano en sí 
mismo, que conserva todas las distancias entre 
sus puntos (distancias entendidas en el sentis 
do de la geometría elemental). . : 

Para el modelo de geometría no euclidiana 
que: estamos considerando, los movimientos 
van: a ser más complicados... ' +- 

DerruicióN 2. Sé llama movimiento del 
plario no euclidiano a toda homografía del 

. plano en sí mismo que deje invarjante la có- 
nica absoluta. ¿4 





' 
h Q 
FIGURA 24 Ex 


DerruicióN 3. Dos figuras se dirán iguales 
O congruentes, cuando exista un movimiento 
que; transforme una'en la otra, '* E 

En este capítulo, al hablar de movimientos 
entenderemos siempre que se trata dé movi- 
mientos no euclidianos, de acuerdo con la de- 

” finición precederte. E 

Son interesantes los movimientos cuyas ho- 
mografías correspondientes son: homologías. 
En este caso, puesto que en las homografías 





“o FiGURA 25 : 
a “da da dh Ele 
a) El centro de homología, P,'es. interior 
al absoluto (fig. 25).'En'este caso, como los; 
puntos exteriores a Q no. forman: parte del ' 
plano no euclidiano, P,es el único:punto uni- : 
do. Todas las rectas que. pasar 
das: el movimiento se! as 








polar de P, es secante.! Los 
están alineados con .P. El movimien: 
simetría “de eje: p. Una r 
de una recta queda bién detes 
recta. ae ed 

Observación. Aunque el pl: 
consta únicamente: del. interió. 
construcciones ariteriores y en ]. 
remos uso. de toda' el «plano; proyectivo, 
cluidos Y y el exterior:de O. Ello¡se hace: por, 
una razón de comodidad en los razonamientos, 

pero no debe: perderse: de: vista que sólo'inte-, 
resa la parte interior a, Q,' y que los;puntos . 
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al plano no. ' euclidiano; Los Hamaremos, como 
es costumbre, puntos, “ideales”. Igualmente, 
las rectas tr o exteriores á Q se llama- 








5.3. PAS rectos. Aceptando la mis- 

ma : definición de Euclides, se llama ángulo 

“recto, a cada uno de dos adyacentes iguales. 

“Las rectas que los forman se llaman. perpen- 
diculares... - . 

“Dadas dos rectas a=ÑAz42 y b=B1Ba que 
se cortan en P, queremos ver qué condición 
deben cumplir para que sean perpendiculares 
(£ig. 27). Para ello debe existir un movimien- 





de 


; FIGURA 26 


“o que superponga el sogula a=BPA; con 
. BP =BiPAz, lo cual sólo es posibleisi a y bh son 
“+ rectas unidas, o bien'si_a y h se transforman 
una en la 'otra.! 
En a primer: caso, el movimiento debe te- 
La Bi y P unidos y-debe transformar Az 
. envÁz (Ar >A2). Si Bi y P son unidos, como 
también O lo!es, resulta vnido B2: Por lo tan- 
to la recta b es toda' de puntos unidos; se trata 
de'una homología ' de eje b./'El centro de, esta 
¿homología es'el polo B, de b. Conio As y Az 
son homólogos, la recta a, que los une, debe 
pasar por B. Es decir, 
















En: el segundo so, el. movimiento debe 
«hacer que: Ax >Bi, B1> As y, como P es 





. Jos puntos Ax, 'B1, Ay y Ba se transformahi res- 
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de Q o ) exteriores a esta cónica nó “pertenecen 


a y b son rectas conju= * 


pectiyamente cn los Bi, Az, Ba y As La. ¡tecta 


"a no es el eje de colineación de esta proyec- 


tividad (puesto que 41 y Az no son unidos), 
pero las rectas asociadas A142 y B1B1 (=tán- 
gente en Bi) y A142 y BzB2 (= tangente en 
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Ba) deben cortarse sobre dicho eje (ver 4.8).* 
Por lo tanto «== A:As pasa por el punto de 
encuentro” de las tangentes en Bi y Br, que es. 
el polo de b, Luego, también en este caso, a y 
b son rectas conjugadas respecto de Q. . 
El recíproco es inmediato, pues si a y hb son 
conjugadas, la simetría de eje hb transforma el. 
ángulo $ en el a, osea, los dos ángulos adya- 
centes son iguales, y, ce lo tanto, rectos. 


Q 
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Se tiene así demostrado el siguiente 
TEOREMA 1. En el modelo que estamos con- 


¿ unido, también Az > B2 y B2 > Ar. Es decir, .' siderando, la condición necesaria y suficiente 


sobre Q se tiene una proyectividad en la cual ... 


bara que dos rectas sean perpendiculares es que 
sean conjugadas respecto del absoluto'Q. 





5.4. Los cuatro primeros postulados de 


Euclides. - Vámos,a ver como en el plano no 
euclidiano . se ' cumplen los cuatro primeros 
postulados de Euclides. 


El postulado 1 se cumple evidentemente, 
Puesto que dos puntos cualesquiera, interio- 
res a una cónica Q, pueden unirse con un seg- 
mento totalmente contenido en jl interior 


“de Q. ! 


El postulado 11 también se cumple. Debe- 


mos: tener en cuenta nuevamente que, no per- 
teneciendo la cónica Q al plano no euclidiano, 
las rectas son ilimitadas, es decir, cualquiera” 
que ísea el extremo de un segmento interior 
a Q,¡siempre puede prolongarse sín ¡Negar a los 
puntos de Q. 

El postulado III equivale a decia que, dado 
-un segmento AB (radio) y un punto O (cen- 
tro), sobre cualquier semirrecta 4 que pase 
«por O se puede tomar un segmento OH = AB 
(fig: 28); al variar a el punto H describirá la 
circunferencia del enunciado. Para ello basta 
considerar un movimiento que lleve Á so- 
bre O y la semirrecta que contiene a AB sobre 


la semirrecta a (según el teorema 6 del capí- 


tulo'IV sabernos que hay dos de estos movi- 
mientos) ; el transformado de B (que es el 
mismo, para cualquiera de estos dos movimien- 
tos) será el punto A buscado. ; 


El postulado IV también se cumple. En' 


efecto, dados dos ángulos rectos de vértices 
P y P”, formados respectivamente por los pa- 
,res de semirrectas a,b y a',b” (fig. 29), por el 


1 





. nibles por un'movimiento; ¿los 







mientos que Ln P sobe e «y 4 sobre 
mo en un movimiento ajelementos conjugidos 


















ma 5 del capítulo 1; también la recta que 
contiene á'b coincidirá con la" í 
a b', y de“los' dos movimie: 
lleva bh sobre b”; Por'lo ¡tañito, 





FIGURA 30 R$ 





a pa e 

5.5: El quinto. postulado.: .El :postula- 
do V, en cambio, ha dejádo de'cumplirse. En 
efecto, por un púnto P exterioría la recta AB 
(fig. 30) pasan: a) las/rectas interiores'al án- 
gulo APB que cortan a la rectar=AB (reci 
tas secantes) y b) las rectas interiores al án- 


gulo APB” que.no .cortan' a 7 (rectas: no 


secantes); c) las rectas, AA”. y BB':que sepas 
rán ambas clases.de rectas y tampoco: cortan 
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a'r,'pero que son límites de rectas secantes' 


(rectas paralelas a 7). 

:i Estamos, por consiguiente, en el caso 3 de 
2 2, correspondiente a la geometría no eucli- 
* diana hiperbólica. 

El. ángulo APB, es.el doble del ¿ngulo de 
paralelismo, ángulo. que no debe medirse en 






no o avellana [De lo anterior se dedu- 
¡inmediatamente algunas propiedades sim-= 
A que-con ituyen los primeros teoremas de 







: “Dos ¡rectas no secantes cámiton siempre 
+ perpendicular común. Rectas paralelas o 
antes no admiten: perpendicular común. 













Si a y b son no secantes, su intersección es 
un punto “ideal” H, exterior a Q (fig. 31). 
La polar f de H.cs la perpendicular común. 
Si 4 y b son secantes o paralelas, su intersec- 
ción H es interior o pertenece a Q; por lo 
tanto su polar h es exterior, o sea, m0 perte- 
nece al plano no euclidiano. 


5 
i 

3. Dos semirrectas e y b admiten siempre 
una paralola común. ! 

Es la recta r que une los puntos en que 4 
y 6 cortan al absoluto (fig. 32). Si a y hb son 
paralelas, cualquier:tecta que pasa por el pun- 
to en que cortan a Q es paralela a ambas. 





Figura 32 


4. El ángulo de paralelismo es ce que 
un recto. * $ 

Sea la recta r= AB y el punto P (fig. 33). 
Si R es el polo de 7, la perpendicular por P 





a res. la recta b=PR, y el ingulo de sale 
lismo es a=RPA.:-El polo H de bh. perte- 
nece a r y es exterior a Q, por lo tanto 
a<áng RPH=1 recto, de acuerdo . codi el 
enunciado. Veo: 

Esta propiedad .es conocida con el nombre 
“de axioma de Lobachevsky. 





FIGURA 33 


También es cierto que todo ángulo A me- 
nor que un recto es ángulo de paralelismo de 
«cierto punto P y una recta r. Basta observar 
que,'en la figura 33, dados P, h y a: quedan de- 
terminados H y A, y por lo tanto también 
Ja recta 7=HA, 

5 Dos pares de rectas Baralle son siempre 
congruentes, 

Sian Jos pares a,b y a”, (fig. 34). Según el 
teorema 4 del capítulo IV, existe un movi- 
miento que transforma M en M”, A en A” 
y Bien B', el cual lleva el par aba a coincidir 
con el al $ 


| 

5.7. Construcciones elementales. 1.Pun- 
to medio de un segmento. Dado un segmento 
AB ¡de la recta r (fig. 35), para hallar el 
punto 'medio M se une el polo' R de r con 
A y con B. Se obtienen así los puntos C, D, 
E y F; las rectas CF y DE se cortan en el 
punto medio M buscado. 


En efecto, A y B resultan simétricos res- ] 


pecto de la recta ¿==.RM, es decir, homólogos 
en la homología de eje $ y centro P. que trans- 
forma 2 Q en sí:misma. Por lo tanto, los seg- 


“son iguales. Esto quiere decir', que M est 
? Punto » medio de AR... 


Po se suponen dadas las' rectas ED «FC, que 
, y EMF, respectivamente. Obsérvese que la¡bi- 


» respectivamenté.* 

















mentos MA y MB son superpohibles, es decir, 


se cortan en M, se pueden' construir los pul 
tos R y'P; las rectas p=RM yr; o 
las bisectrices de los ángulos adyacentes EMC 


sectriz de EMC, por ejemplo, está también di 
terminada' por los puntos H y L' de intersé 
ción delas tangentes en E'y C y en F Y 





Obsérvese también que ' ¡b hedultan! Icon: 
jugadas; es decir, las bisectrices del dos “ingu 
los adyacentes son ¡perpendi : 
como debía 'ser. 


3. _Medistrices, “biseci 
triángulo. Llamando medistriz de un ségme: 
AB a la perpendicular en¡'supunto medi 
sea, 2 la recta:RM en la Ligúra; 35, y ¡conside 
rando la. simetría de eje.RM. que, lleva' A|so- 
bre B, resulta que, al: igual; ¡que ¡en el! cáso 
euclidiano, la mediatriz de ' un, ségmento' es el 
lugar geométrico de los, puntos que pos: 
de los extremos. 





Análogamente, Meclido distancia de un E 
punto a una recta' al segmento de perpendicu-.' 
lar comprendido entre; el punto. y: la'recta,.. | 
resulta: la bisectriz de,un' ángulo es'él lugar” ' 
geométrico de' los puntos pre equidistan. de: 
los lados del mismo. * + E 

De estas dos peopiedades resultan; igual que 
403" 


en la geometría euclidiana elemental, los si- 
guientes: Ñ 

TeoremMa 3. Las mediatrices de un triángu- 
lo concurren en un: punto, 





En realidad puede ocurrir que el punto en 
cuestión sea “ideal” (exterior a Q). Más, 
exacto es enunciar los teoremas anteriores di- 
ciendo que, si dos mediatrices (o bisectrices) * 
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TEOREMA 4. Las bisectrices interiores de un 
triángulo concurren.en un punto. 
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concurren-en un punto, también la tercera 
mediatriz (o bisectriz) pasa por el mismo. 
Ambos teoremas pueden también demos- 
trarse directamente, como teoremas de geo- 
metría proyectiva. En particular, es muy no- 
table la siguiente observación de Coxeter [8]. 
Sea el triángulo ABC (fig. 36). Prolon- 
gando sus lados hasta cortar. a O tenemos los 
puntos Ax, Az, Bi, Bz, C1 y Cz. La biseptriz 
del ángulo A es la recta que une los puntos 
M y S donde se cortan las tangentes en B1 y Cr 
y en Ba y Cz. Análogamente, se tienen las bi- 
sectrices TN del ángulo B y RU del ángulo C. 
El hecho de que estas tres bisectrices concu- 
fran en un punto equivale, por lo taíto, al he- 
cho de que las rectas que unen los vértices 


opuestos del hexágono MNRSTU circunscrip-. 


to a Q concurren en un punto. Es decir: el 
teorema de geometría no euclidiana de que 
las tres bisectrices de un triángulo concurren 
en un punto, equivale al teorema de Brian- 
chon de la geometría proyectiva ordinaria. * 


R 


También vale el siguiente ; 
Teorema 5. Las alturas de un - triángulo 
concurren en un punto. 


Sea el triángulo ABC. Si los polos de los 
Jados AB, BC y CA son respectivamente C”, 
A'iy B', el teorema equivale a demostrar que 


Las, rectas AA”, BB" y CC' concurren en un 
¿ y 


: qa 













FIGURA 37 








de geometría proyectiva:! da recta: 
vértices: homólogos, de, ¿dos triángulo 
gados 1 respecto. de una ¿pas 
mismo punto. (fig 37 j 
Demostración. Sea M:el' 
ción de AC y B'C', y /N el, dei4'C y EC La, 
polar de M es m= AB'- (unión: del polo ¿A 
de B'C” y del polo B”:de AC); y la de Nes! 
n=HA (siendo H | olo; de: ¡Á'C; o sea el + 
punto de intersección ¿de BC!:y “A”B').. Cor- 
tando con la recta “BC el' haz: de las polares . 
de los puntos de B'C'; resulta: (B'C'MN) = > 
= (CBLH). Proyectándo la. primera cuater- 
na desde C y la segunda desde, B'¡resultani há-- 
ces proyectivos, y pór lo * tánto los puntos 
O(CC'.B'B)”, A(CM.BL)| y A(CN.B'H) 
están en línea recta (3.8), “cual: prueba el, 
teorema. ; hi 















finimos anteriotmente. lo. que e entiend por 
un cuadrilátero. de ¿Saccheri: ¡ Se! trata; de, un 
D 





2 La: notación, O(CC*. 7D): ¡indica que: 
punto. de intersección de las tectas CC”: y he 









41 


perpendiculares a la base AB y los segmentos 
AD y EC son, iguales entre sí (fig. 38). 

Tzoxema 6. En un cuadrilátero de Saccheri 
la'mediatriz de la base es también mediatriz 
del lado opuesto. Además, los ángulos opues- 
tos a la base son iguales entre sí. 





.. FIGURA 38 


« En lefecto, por la simetría respecto de la 
mediatriz 2 de la base AB, resulta que A pasa 
a B y, por ser.iguales los ángulos rectos (en 
este'caso A y B) y ser BC = AD, también C 
pasa'a:D. Por consiguiente, si N' es el punto 
en.que 72 corta.a CD, resulta NC=ND, o 
sea, N'es el punto medio de CD., Además, el 
ángulo C coincide con el D, y los ángulos ad- 
yacentes en N; por ser superponibles, resultan 
rectos, lo que prueba el enunciado. 

Vamos a aplicar esta propiedad a la obtea- 


' ción de otra, referente a Eiéñgulos que será 


útil e en lo sucesivo. 
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Sea un triángulo ABC (fig. 394 ó 390). 
Consideremos la, recta hb==MN que une los 
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' 


. puntos medios de los. lados AB y AC, y sean 


AA”, BB' y CC' las perpendiculares a h-desde 
A, B y C, respectivamente. Los triángulos 
ANN y CON son congruentes; en efecto, 
Ea iguales los. ángulos opuestos por el vér- 
1, por un movimiento se puede llevar NA 
2 aia coh NC y, al mismo tiempo, la se- 
mirrecta NA” con la NC”, Entonces, como por 
C sólo pasa una perpendicular a esta semirrec- 
ta, resulta que C' y 4” coinciden, o sea, los 
triángulos AA'N y CC'N quedan superpues- 
cos. De aquí CC'= A4”, Por un razonamicn- 
to análogo resulta que los triángulos BB"M 
y A4'M también son congruentes y, por lo 
tanto, BB'"= AA”, - 
En consecuencia BB'=CC', lo que nos 
dice que B"C/BC es un cuadrilátero de Sac- 





' 
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" cheri de baseíB'C'. Por lo tanto, según el 


teorema 6, la mediatriz de B'C' lo es también 
de BC, lo cual $e puede enunciar: 

TzEorrma 7. La mediatriz de un lado de 
un triángulo es perpendicular a la recta que 
wnc los puntos medios de los lados opuestos. 

Este teorema va a permitir demostrar el si- 
guiente: 

Teorema 8. Las tres medianos de un trión- 
gulo concurren en un punto. 

1 Esco surge de que uno cualquiera de los ángulos 
adyacentes a los: opuestos por el vértice es suplemen- 
«ario de cada uno de éstos, y ángulos que tienen el 
mismo suplemento son iguales. 





. Vamos a demostrarlo utilizando un artificio 


«que sirve también para otros casos análogos.” 


Consiste en llevar, por un movimiento, la fi- 
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. gura que se trata de estudiár'a ¡unz, posición 
conveniente. En el caso actual, si O es el cen- 
tro de Q, vamos a llevar el triángulo dado 


'6.1. Suma de los ángulos interiores de 
un triángulo. Vamos a. demostrar el si- 
guiente 

¡Lema. En todo cuadrilátero de Saccheri la 
suma de los ángulos interiores es menor que 
4 rectos, o 

¡Como ya sabemos que los ángulos de la 
base son rectos y que los opuestos a ella son 
iguales (ver 5.8), bastará demostrar que cada 
uno de estos últimos es menor que un recto. 

Sea el cuadrilátéro ABCD y sean P el pun- 












de manera que el punto 
c=AB «coisicida con;O*! 
O será también el, ¡Punto;¿me: 
la métrica euclidiana 'ordinari 
de AB será el diámetro; conjt 
N Ti P son los punt 
según el teorema 7. la; 
lar a €. (es decir, pas: 
el punto'del 'infinito 
euclidiano, es paralela; 
de las tres mediarias en in punto es; ] 
tanto, una consecuencia del teorema'3” di 
pítulo MI. id dd 
Hemos visto así variás propiedades del 
gulo que valen lo mismo enla! geometría no' 
“euclidiana que en la euclidiana! Hay. muchás * * 
otras propiedades para las, que esto no ócurre:: 
Por ejemplo, no es. cierto" “que” el purito de: en. 
cuentro de las mediañas divida: 4:las mismas. . 
en la razón 1/Z. Tampoco ' existe en geoimetría:”''* 
no euclidiana la recta |de'Euler, es, decir; los' 
puntos de encuentro de'las alturas; de las me: 
diatrices y de las medianás, 'no'esrán en línea 
recta; ello ocurre si y solo si el triángulo es isós- 
celes. Ver, al E Baldus bo Pág oz] 












lt RA CU pl . 
to de intersección de AD y BC; Mel, punto : 
medio de AB, N el polo de PM y S. el polo - 





de BC (fig. 41). Por estar la. recta: PB. del ' 
mismo lado que N, respecto' a la 'recta: PM; 
es S interior al segmento BN y, por; ¡lo tanto, . 
puesto que CB y CS son 'conjugadas, resulta 
1 recto = áng eS. < áng BCN' He 





y de aquí 
áng BCD= 2 rectos áng BCN <1 recto 
que es lo que se quería demostrar. z 
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TEorEMA 1. En todo triángulo la. suma de... 


los ángulos interiores es menor que dos rectos. 
Sea el triángulo ABC de las figuras 39a ó 
39b. Con la construcción en ella indicada (ver 
la demostración del teorema 6 del capítulo V), 
.por ser congruentes los triángulos AA'"M y 
: BB'M, así como los AA'N y CC'N, resulta que 
; la suma de los ángulos del triángulo ABC es 
"igual a'la suma de los ángulos B'BC y C'CB. 
ra 


¿En el: cuadrilátero de Saccheri BB'C'C los'án- 
¿.gulos! en! B” y C' son 'rectos; por lo tanto, se- 
ún' el lema anterior ¿!--" 

SARHB+HC=áng B'BC + 

E En .áng CCB < 2 rectos . 
¡enunciado. * 
y 'suma de los ángulos de un 
cuadrilátero, es menor:que 4 rectos. 

En efecto, basta descomponer el cuadrilá- 
tero en dos triángulos mediante una diagonal, 
de manera que la suma de Jos ángulos de aquél 
resulte igual a la suma de los ángulos de estos 
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"pondiente, en la figura 44, 


dos últimos (fig. 42). El corolario vale tam- 
bién, de manera evidente, para cuadriláteros 
cruzados como el de la figura 43. ! 
CoroLakio 2. Si dos triángulos tienen los 
ángulos iguales, son congrueutes. 
Sean ABC y A'B'C'. Superponiendo los'án- 
gulos A y A”, si los triángulos no coincidiesen 


“y prescindiéramos de la parte común, queda- 


ría un cuadrilátero, convexo,o cruzado, cuya 
suma de ángulos sería, indicando con una sola 
letra el ángulo interior del triángulo corres- 
(2 rectos — B”) + (2 rectos —C') + * 
+ B+C=4 rectos 
o bien, en la figura 45, 
(2 rectos —B') + (2 rectos — C) + 
+B+4C'=4 rectos 


contra el corolario 1. Se puede, por lo tanto, 
enunciar el 





- TEOREMA 2. En la geometría no euclidiana 


biperbólica no puede haber triángulos, y por- 
lo tanto tampoco figuras más generales, que, 


. sean semejantes sin ser congruentes, 


Esta es la conclusión a la que llegó Wallis, 
de que el postulido de Euclides es equivalente 
a la existencia de triángulos semejantes no 
- congruentes (ver 1.3). 


6.2. Distancia entre dos puntos. Se tra- 
ta de definir la distancia entre dos puntos A y 
B, o sea, la longitud de un segmento dado AB. 
“Las condiciones que se exigen a la distancia 
«son: . 

a) Invariancia por movimientos. Es decir, 
segmentos congruentes deben tener igual lon- 
gitud. 

b) Aditividad. Es decir, si A,'B y C están 
en línea recta, debe verificarse AC= AB + 
+ BC. 
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Sean U y V los puntos en que la recta AB 
corta al absoluto Q, puntós que quedan bien 
determinados -por el A y el 'B (fig: 46). La 
condición a) se cumple tomando como. dis- 
tancia AB una función cualquiera «p, a valo- 
res reales, de la razón doble (UVAB) =x, 
puesto qué los movimientos conservan lás ra- 


zones dobles. Pongamos AB= -p(x). 


Por.otra parte, se comprueha inmediata, 
mente la identidad i qu. 


(UVAC) = (UVAB) . (UVBC): 
la cual, poniendo (UVBC) =) y dUVAC)= 


=x, se escribe 2 = xy, mientras que -lasid 
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tancias respectivas soñ AC= =9(2) = (xy), 


" AB=q(x) y BC=q(y). Para que se cum- 


pla la condición bh) debe verificarse la relación: 

99) =90 +90) (1) 
para todo valor de x y de y. Esto exige, su- 
Poniendo que la función P sea continua, que 
v(x) = 


traria ?, 
Por Da se toma k= Ya y 


tanto se adopta la siguiente * Ñ 
DeriwicióN 1. La distancia entre dos pun- 
tos Á y B está dada por la expresión 


y por lo 


AB=Yelog (UVAB) : ' (2) 


siendo U y V los puntos en que la recta AB 
corta al absoluto. 


Esta distancia e salvo un factor constante, 


1 La solución de la ecuación fusciónal 41) es jn-' 


mediata si se supone que Y es derivable. Basta observar 
que, derivando respecto de x, por función de función, € es 


99 (AD) =01 (x). 


Haciendo y=11% y poniendo q”(1)-=k, resulta"; 
'(x) =k/x, de donde y =4 log x + a, siendo Q una: 


constante de' integración. Sustituyendo esta expresión 
en (1) resulta que debe ser 4 =0, , 


AS 





Alogx, siendo' k una constante arbi- 


la única que satisface las condiciones e) y b). 

- Observemos dos propiedades inmediatas de 
esta distancia: 

1.-Si B=A, es (UVAA) =1, y por lo 
tanto la longitud del segmento nulo es cero, 
como debe ser... 

- 2. Si B tiendea V, la razón doble (UVAB) 
tiende a cero, y por lo tanto la distancia AB 
tiende a — 00. Análogamente, si B tiende a Ú, 
(UVAB) tiende a infinito, y por lo tanto AB 
también. Es decir, cualquiera que sea A, su 
distancia a los puntos de Q vale siempre =+ co. 





Esto justifica nuevamente que a los puntos 


de Q se les llame “puntos del infinito” del - 


plano.no euclidiano hiperbólico. : 
_ Otra expresión importante de la distancia 
AB se obtiene observando que la definición de 
coseno hiperbólico está dada, para AB, por la 
relación 
'cosh AB= Y¿[exp AB + exp (—AB)] 
«donde exp indica la función exponencial (el 
. Rúmero e eleyado al argumento indicado). Se- 
gún (2) esta expresión se puede escribir 
cosh AB=>¿[ (UVAB)" 4 (UVBA)"] 
de donde pd E a 
cosh? AB= Y4[(UVAB) + (UVBA) +2]. 
Teniendo en cuenta la relación (14) del 
capítulo XII, resulta que si A” y B' son los pun- 
tos conjugados de A y B, respecto de O, sobre 


46. 


la recta AB, el coseno hiperbólico de la distan- 
cia AB está dado por la sencilla fórmula 


cpsh ÁB= (ABBA), (3) 





A=A'” Cc Cc 
FIGURA 45 


6.3. Angulo de dos rectas. A la defini- 
ción de ángulo entre dos rectas que se cortan 
en un punto P se'le exigen las mismas condi- 
ciones a) y b) del apartado anterior. Por lo 
tanto, para tener una expresión invariante por 
movimientos necesitamos poder formar, con 
las dos rectas dadas y elementos de OQ, una ra- 
zón doble. Para ello observemos que por P pa- 
san las dos tangentes u y va O (imaginarias 
por ser P interior a Q), y por lo tanto podemos 
formar la razón doble (uvab). La única com- 
plicación es que ahora las dos tangentes son 
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imaginarias. Éste es un inconveniente grave 
desde el punto de vista geométrico puro. En 
cambio, desde el punto de vista analítico, de- 
cir que 4 y v son imaginarias significa única- . 


mente que los cocficientes de sus ecuaciones 





lo son, y como la.razón doble de cuatro rectas 
de un haz esigual a la razón doble de sus coefi- 
cientes angulares (ver 3.3),.el hecho de que 


los de u Y Y sean imaginarios no €s ningún . 


inconveniente, puesto que se sabe operar con 
números complejos. 

" Por consiguiente, de manera completamen- 
te análoga a la del cáso de la distancia. entre 
dos puntos, se llega a la conclusión de que el 


ángulo entre dos rectas debe definirse median=-., 


te la expresión 

¡ (a,b) =k log cabe 
siendo u y v las tangentes al absoluto por el 
vértice P. 

«En este caso la constante 1 puede determi- 
narse si se impone la condición de que el án- 
gulo recto debe valer 1/2. En efecto, eligien- 

" do convenientemente los ejes coordenados, se 
puede conseguir que la ecuación que liga los 
"coeficientes angulares, mm y m', de dos rectas 
perpendiculares (homólogas en la involución 
de Jrectas conjugadas respecto de O), sea 
mms! ++ 1=0 (3.7). Las tangentes son enton- 
ces las rectas unidas de esta involución, o sea, 
las rectas de coeficientes angulares + ¿y —i. 
Si a y b son rectas perpendiculares, sus coefi- 
cientes angulares 24 y 19 cumplen la condición 


mem +1=0. (4) 


Por otra parte 


ma—i  mo—i 
Hi, — id, Mayito) = ——— 1 — = 
E , > Mesms) mati myw+i 


_ Mao — ¿(Mi — Ma) +1 


ad: mabr + ¿(me — mo) + 1 





o bien, teniendo en cuenta (4), 

. (+ —i, mayma) =—1. 

Por consiguiente es (a, b) = klog (—1) y 
como log (—1) =v4, si debe ser (a,b) = 
= 1/2, resulta A =1/2í. . 

Queda “así, como expresión del ángulo de 
dos rectas 
(4,5) Log (uvab).. (5) 


Como aplicación, observemos que si a y h 


son paralelas, las rectas u y Y coinciden ¡con:la ' 
tangente a Q en el punto (único) del; 
nito de a y b,o sea, u==w, Dejaquí: (uuab 
=1 y: por lo tanto (a,b) =0, es decir,'el á; 
gulo entre dos rectas párdletas és iguál a (cero, ** 
como debe ser. ¿ : ? 















Un razonamiento análogo al del final' 
6.2, con sólo 'tenler ene cuenta, ¡que la” Telación” 
que liga la función: coseño'con la | Expenenci 
es ahora. - 


cos (a,b) = 
















yal exp 2000) se 
+ exp [5 (2) Le 


conduce a la expresión 
cos (a,b) = 


(abba yu 4 o) A 


Í análoga a la (3) y erida: cual a” y b' son las x 2. 


tas del haz de vértice P conjugadas de las a y b; 
respecto de Q. Elfos i 





6.4. Agnió de pacalclla -Sea a recta 
r= AB y el punto P exterior, a ella: Queremos '*: 
calcular el ángulo de paralelismo a = MPA'en: : 
función de la distancia l= PM (fig: 47) 





' Sea Rel polo de 7, EF el polo de la normal », 
y E.el polo de la: paralela a=PA a r por P. 
Según (6), poniendo m'=PF y a'=PE es 

cos? 0= (mada am”) =(SNEF) 
o bien, por proyección desde A sobre 1, 
cos*a= (SPRM) . 

Por otra parte, en la recta 112 los pares P,S y 
M,R son conjugados y, entonces, por (3) es 
cosh* d = (PMRS) = (PMSR)"*= 
= [1— (PSMR) J*=[1— (SPRM) J*= 


= (1—costa)"! 


o sea, 
sen Q =cosh"*d. 

De aquí se deduce. cos a = tgh d, y por lo 

tanto ; 
l—cos a - 

sen a 7 e 
= cosh d — senh d=e*, 
que es la expresión, ya encontrada por Lo- 
bachevsky, que liga el ángulo de paralelismo, 
correspondiente a un'punto P y a una recta r, 
con la distancia entre ambos elementos. 


tg 0/2 = 


a CAPÍTULO VII 


GEOMETRÍA NO EUCLIDIANA HIPERBÓLICA: 


TX Área del triángulo. Volvamos de 
“nuevo a la:construcción de las figuras 394 y 
39b, según la cual cada lado BC de un trián- 
gulo ABC determina ún cuadrilátero de Sac- 
_Cheri BB'C'C, con los ángulos rectos en B” 
y C'. A estos cuadriláteros, (uno para.cada lado 
“del triángulo) los llamaremos cuadriláteros de 
Saccheri asociados al:triángulo ABC. 

«De las propiedades de 5.8 y del razonamien- 
to hecho para la demostración del teorema 1 
del capítuló VI, :se deducen los siguientes 
lemas: E 

“Lema 1. Cada uno de los ángulos agudos 
de.un cuadrilátero de Saccheri asociado a un 


triángulo, es igual a la mitad de la suma de los. 


ángulos del triángulo. - 

¡Lema 2. Todo: triángulo es equivalente a 
¡cualquiera de sus: :cuadriláteros de Saccheri 
asociados. 

“Por, equivalente: se entiende que tienen la 





misma área, es decir, que pueden descompo- . 


y ,nerse en partes” respectivamente congruentes. 
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HL. AREAS Y CURVAS ESPECIALES 


Introduzcamos ahora la siguiente 

DeriNIciÓN 1. Se. llama defecto de. un * 
triángulo a la diferencia entre 2 rectos yla 
suma de sus ángulos interiores. 

Teorema 1. Dos triángulos con igual de- 
fecto son equivalentes. 

Sean los triángulos ABC y A1B:Ci, con la 
construcción de la figura 394 ó 39b. Para la 
demostración se consideran dos casos: A 

4) Los dos triángulos tienen un lado igual. 
Sea BC = BiC1, 

Los. cuadriláteros de Saccheri de los dos 
triángulos correspondientes a estos' lados son 


.congruentes, pues llevando BC sobre BiC1, y 


teniendo los dos triángulos igual. defecto, las 
direcciones de los lados CC' y C1Cx” (lo mismo 
que las de BB' y BiBx”) coincidirán. También 
los puntos B” y Br” y los C! y Cv” deberán 
coincidir, puesto que'en caso contrario ten- 
dríamos un “cuadrilátero B'C'Cr'Bi” con cua- 
tro ángulos rectos. Por lo tanto, siendo equi- 





valentes Jos dos cuadriláreros de Saccheri, por 
el lema 2 también lo serán los triángulos de 


partida. 


b) Todos.dos lados son desiguales. Supon- , 


gamos, por ejemplo, A1C1 > AC. 





e 
i 

' 

h 


E 
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Será Y A1C1 > MAC >CC”. Por lo tanto 
se puede tomar CN1= Y4A1C1 de manera que 
Na esté sobré B'C*, y prolongar el segmento 
otro tanto; se tiene así CAY =CIA1 (fig. 48). 
El triángulo CAy'B tiene el mismo cuadrilá- 
toro de Saccheri BCC'B' que el triángulo ABC, 
“puesto que por ser AA” =CC” (por la 
igualdad de los triángulos CC'N1 y N1AY Ar”) 
y por ser CC'= BB", resulta AyAr” ='BB', 
Por lo tanto los triángulos A1Ay”"M y BB'M 
son iguales, y por consiguiente BM = MAY. 
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De aquí se deduce que el triángulo ABC 
tiene igual defecto que el ABC y por lo tanto, 
por hipótesis; que el A1B1C;. Como, además; 







ciene un lado igual con cada uno de ellos, y por ho 
el.caso 4) resulta probado: el teorema. + z 
El teorema 1'nos' dice'que'el : área: de “un 
triángulo es solamente función 'de"su defécro d;:- 
llamémosla F(5). Descomponiendo. un trián- 
gulo en otros dos mediante úna' transversal: 
cualquiera, el defecto del; ¡triángulo suma;es, 
Ja suma de los defectos dx) E da! de los triángu-. 
los parciales, y como lá'misma' condición de 
aditividad se cumple para las áreas, resulta que 
la función F debe cumplir la condición: : 
P(d1 432) =F(01) $ F(8) (1) 
Esta ecuación funcional tiene por solución 
única (suponiendo:que'F seá continúa) : 
FO) =0b +, 020) 
siendo c una constante que se elige de una vez 
para siempre*?. E 
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Se tiene así el importante ; : 

Trorema 2. El área de ún irióngulo es pro ¿ 
porcional a su defecto. E , 

La fórmula (2) la hemos demostrado para 
triángulos que tienen los tres, vértices propios. . 
Ella vale también, por _Paso al límite, para 
triángulos con uno o más vértices impropios, 
en cuyo caso los ángulos correspondientes, por 
ser ángulos formados por rectas pe son 
nulos. Se tiene así 

Cororario 1. El área. de. tn timido, 


1 La ecuación funcional wm so iaa enla (1) 
dei capítulo VI por el cambio de variables 3 =1l0g.x, 
con lo cual la solución (2) resuliz de lá ai cncon- 


trada. 
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ABC, con' el vértice C impropio (fig. 49). 
vale F=c(1—A—B). 
" :COROLARIO 2. :El: área de un triángulo 
A'B'C'; con los dos vértices B” y C' impro- 
Dios (fig..49), vale F=c(1— A”). 
"COROLARIO 3. El órea de un triángulo 
ABC, con los tres vértices impropios (fig. $0), 
vale F=cx. 1 301 ; 
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A 

En los tres casos hemos puesto 1 en lugar 
de dos rectos, lo que puede hacerse tomando la 
unidad de medida de ángulos de manéra que 
el ángulo recto mida 1/2 (ver 6.3). 

“Obsérvese que cx es el máximo valor que 
puede tomar el área de un triángulo. Es de- 
cir: en geometría hiperbólica no hay triángu- 
los de área infinitamente grande, ¿ 

Tampoco los hay en'la geometría elíptica, 
puesto que todo el plano elíptico es finito (co- 
mo-se deduce de su interpretación como la su- 
perficie de una esfera, ver.2.3). Por consi- 
guiente'se puede enunciar, con Gauss, que el 
postulado de las paralelas es equivalente a ad- 
mátir la existencia. de triángulos de, área tan 
grande como se quiera. ' 

Aunque todos, los. triángulos sean de área 
finita, todo el 'plano hiperbólico es de área 
“infinita (a diferencia del plano elíptico). En 
efecto, consideremos por un punto O' rectas 
que formen entre sí un ángulo a = 2/1; ellas 
determinan el polígono A14243... An de vér- 
tices impropios (fig. $1). El área de este polí- 
gono' es F=c(a—a)jn=xc(1—2), que 

' tiende a infinito con 7, y 
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Nota. La sencilla fórmula (2) para el área del trián- 
gulo no es fácilmente generalizable a más dimensiones. 


- El volumen del tetraedro no puede expresarse, en geo- , 


metría no euclidiana, mediante funciones simples de sus 


elémentos. Su estudio, que empezó ton el mismo! Lo- 


bachevsky, y la generalización a más de tres dimen- 
siones, han dadh lugar a numeroros trabajos. Uno re- 
ciente, que contiene abundante bibliografía, es el de 
Bóhm [30]. ó 


7.2. Curvas especiales. En el plano hi- 
perbólico se suelen considerar ciertas curvas 
“especiales que vamos a mencionar a continua- 
ción, cuyas. propiedades resultan" muy com- 
prensibles a partir de su interpretación pro- 
yectiva, A A 


1. Ciclo:o circunferencia. Es el lugar geo- 


métrico de los puntos que equidistan de otro 
fijo, llamado centro. 
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Sea el punto A y consideremos,' sobre la 
recta 7m que pasa por él, el punto M tal que 
(UVAM) tenga un valor constante dado, lo 
cual equivale a decir que el segmento AM 
tiene una longitud dada (fig. 52). Si a es la 
polar de A, y H es su punto de intersección 
con mm, al girar m alrededor de «A man- 
teniéndose (UVAM) constante, también se 


mantendrá constante (AVUM),- y como 
(AHVU) =— 1 y por lo tanto (AVHU) = 
=2, también “será constante el producto 
(AVHU) . (AVUM) = (AVEM). En con- 
secuencia resulta constante la razón doble 
(AHVM). Esto nos dice (3.10,'al final). que 
la curva descripta por M es-la homológica de 
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Q respecto de la homología de 'céntro A, eje a 
y razón (AHUM). Es decir,'en' el modelo pro- 
yectivo de la geometría hiperbólica, los: ciclos 
están representados por elipses transformadas 
del absoluto según la homología especificada. 


2. Curva de distancia o hiperciclo. Es el lu- 
gar geométrico de los puntos que equidistan 
de una recta dada. >. ; 

Con las mismas notaciones anteriores, pero 
suponiendo ahora que A es exterior y la recta 
4 secante a Q, por ser (UVMA) constante y 
(UVAH) =— 1, el producto de estas razo- 
nes dobles, o sea (UVMH), también será 
constante. Es decir, al girar m alrededor de A 
se mantiene constante la distancia MH, y M 


describe uná curva de distancia (fig. 53). Por * 


«0 tanto, según: el resultado anterior se tiene: 
las curvas de'distancia de una recta a están 
representadas por cónicas homológicas de Q 
respecto de la. homología de eje 4 y centro en 


su polo A, o sea, cónicas bitangentes a, Q. en 
sus puntos de intersección con 4. 
Esto prueba que, eri geometría hiperbólica, 
lás curvas de distancia no:son rectas. Precisa- 
mente, como ya se observó! antes (ver'1.3), 
postular que los puntos ¡equidistantes dé/una 
recta y situados de un'mismo lado de ella: es- 


tán sobre otra recta, equivale a admitir-el pos- * 


tilado de Euclides. +20. 0 a rel 

3. Curva límite u oriciclo, Es toda trayéc- 
toria ortogonal? a un ház de: rectas paralelas. 

Corresponde al caso en' que'el 'punto ¿A'per- 
tenece a Q. Por paso al límite, en el modela 
proyectivo (fig. 54)" las curvas están repre- 
sentadas, por cónicas 'homológicas 'al “absoluto. 
respecto de la homología 'de“centro A y “eje 
coincidente con'la tangente '4 en este punto. 
Son, por lo tanto, cónicas que tienen con 'Q 


cuatro puntos comuúnes'confundidos en' A."Las" * 


rectas que pasan por Á se llaman diámetros del 
oriciclo, a 1oÑ 0 
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Un oriciclo queda determinado por:su pun= 


to límite A y uno de sus puntos M. Dado otro 
oriciclo determinado por. los- puntos análogos 
A” y M' existe siempre un! movimiento : que 
transforma A en A” y Men M”. Por lo tanto: 
dos oriciclos cualesquiera son congruentes. e 


1 Se dice que una curva es.una trayectoria ortogo- 


mal a las rectas de un haz cuando corta a, estas' rectas 
ortogúnalmente, : L 
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' Este: hecho. permite definir, en geometría 
hiperbélica, una unidad absoluta de longitud. 
Basta considerar el'arco de oriciclo compren- 
dído entre ws punto M y el punto N corres- 
pondiente al: diámetro paralelo a la tangente 
en M'(£ig. 54). Estos:arcos son siempre con- 
. gruentes, pues si MN y MN, son dos de ellos, 
correspondientes respectivamente a los puntos 
límites A y Ax, basta considerar el movimiento 
que lleva A a 41 y. M a Ms; entonces los ori- 
siclos respectivos coinciden y, dada la cons- 
trucción, también, N' coincidirá con Ni. 
e ¡ 






eny la :geometría: enclidiana como en la no 
euclidiana, los ángulos, tienen una unidad n2- 
tural de medida: cl. ángulo recto. En efecto, 
en ambas geometrías, las definiciones de án- 
: gulos adyacences, y. de igualdad entre ellos 
—definiciones que entrañan la de ángulo rec- 
to— son consecuencias inmedistas de los .con- 
.ceptos de recta,' ángulo, y congruencia entre 
figuras, sin necesidad de otros convenios. 

- No ocurre lo mismo con la unidad de longi- 
tud. En la geometría euclidiana, por existir £i- 
guras semejantes, 1o..es posible definir una 

Unidad Je longitud con carácter absoluto a 
partár de los. axiomas fundamentales. Si todas 
las figuras cuyo 'escudio es el objeto de Ja 
“geometría se sustituyen por otras semejantes, 
más grandes o más;pequeñas, todo el sistema 
Jógico permanece: invariante. Por, esto, parz 
definir una unidad de medida para lás longi- 
* tudes, “hay que recurrir ala experiencia. El 
metro, ya sea que se lo defina como la dicz- 
millonésima parte «del- cuadrante de meridiano 
terrestre, o como la longitud del metro patrón 
de platino iridiado que sc conserva en París, es 
siempre. una definición “experimental”, ajena 
. A la geometría como ciencia del pensamiento. 

* Es distinto lo que ocurre en las geometrías 
no euclidianas. No existiendo cn”ellas figuras 
semejantes, bastará 'defiair una figura cual- 
quiera por sus propiedades angulares para po- 

- der tomar una de-sus magnitudes longitudi- 
males como unidad absoluta de medida. En Ja 
geometría elíptica, siendo las rectas finitas y 
de igual longitud, se puede tomar ésta como 
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unidad absoluta. En la geometría hiperbólica 
la unidad de longitud puede ser, -por ejemplo: 


a) La distancia correspondiente a un ángulo 


de paralelismo dado; 6) el catcto de un trián- 
gulo rectángulo isósceles cuyos ángulos agudos 
tengan un valor dado (menor de 45%); c) El 
arco de oriciclo comprendido entre uno de sus 
puntos y el extremo del diámetro paralelo a la 
tangente en dicho punto. 

Para las áreas ocurre la misma cosa, En geo- 
metría euclidiana la unidad es un cuadrado 
de lado igual a la unidad de longitud y, por lo 
tanto, sin conocer previamente ésta, no se 
puede definir la unidad de área. En cambio, en 
la geometría no euclidiana el área de cualquier 
figura, definida a partir de sus ángulos o de 
una longitud absoluta como las. vistas, puede 
servir como unidad absoluta de área. En la 
gcoraetría elíptica puede ser el área de un 
triángulo trirrectángulo. En la geometría hi- 
perbólica puede ser, por ejemplo: a) El árca 
de un cuadrilátero de Saccheri de base igual 
a los lados laterales, y cuyos ángulos agudos 
tengan un valor dado (menor de.90%); b) El 
área de un triángulo equilátero cuyos ángulos 
tengan un valor dado (menor de 60%); c) El 


“área del sector de oriciclo de longitud igual 


a la unidad. 

La unidad de longitud, una vez elegida, 
sirve para determinar la constante k de la 
fórmula de la distancia (ver 6.2), y la unidad 
de área sirye para hacer lo propio con la cons- 
tante e de (2) del capítulo. VII. No habría 
pingún inconveniente en mantener desvincu- 
ladas entre sí ambas constantes. Sin embargo, 
se acostumbra a relacionarlas suponiendo que 
para: figuras infinitesimales la expresión del 
área:debe coincidir con la euclidiana, Por ejem- 
plo, una vez elegida la unidad de.lomgitiad, la 


«unidad de área se elige de manera tal que el 


área s, de un triángulo rectángulo isósceles de 
catetos iguales 2 una longitud a, satisfaga la 
relación lim (25/4*) =1, para s tendiendo a 
cero (Coxeter [8, pág. 242]), que es la rela- 
ción que vale en el caso euclidiano. 

Vemos, pues, que las geometrías no eucli- 
dianas tienen la propiedad de poseer un mayor 





* grado de determinación que la euclidiana. Esto 


justifica la frase de Gauss:en una carta a 
Taurino en 1824 [18, pág. 187]: “Algunas 


veces he expresado el deseo. de: que la geome-! 
tría euclidiana no fuese la verdadera, pues 'así' 
tendríamos una medida absoluta a priori.” *i:: 








' ¡CAPÍTULO VI 


IN 


OTROS MODELOS PARA LAS GEOMETRÍAS no: EUCLIDIANAS 


8.1. Interpretación proyeciiva de la geo- 
inetría no euclidiana elíptica. Como ya 
observamos antes (2.3), el mejor modelo para 
la geometría no cuclidiana elíptica lo consti- 
tuye la geometría ordinaria sobre la esfera, 
con el convenio de considerar los puntos dia- 
metralmente opuestos como un solo punto, y 
las circunferencias máximas como rectas. 

Sin embargo, también cabe dar a esta geo- 
metría un modelo proyectivo al' estilo del es- 
tudiado con detalle para la geometría hiper- 
bólica. Se tiene: 

La geometría elíptica es la geometría sobre 
todo el plano proyectivo en el cual: a) los 
puntos y las rectas son los mismos de la geo- 
metríc proyectiva; b) los movimientos son las 
homografías que dejan invariante una cónica 
imaginaria (absoluto Q del plan). 

Por la condición 4),.como dos rectas del 
plano proyectivo tienen siempre un punto co- 
mún (propio o impropio), resulta que no se 
cumple el postulado de Euclides, sino qué: por 
un punto exterior a una recta no pasa nin- 
guna paralela. Las rectas son, aparentemente, 
infinitas, pero por tener un solo punto impro- 
pio resultan líneas cerradas, y además, con la 
métrica análoga a la del caso hiperbólico (6.2), 
que aquí debe tomarse de acuerdo con bh), 
resultan de longitud finita. ] 

Una cónica imaginaria puede definirse ana- 
lítica o sintéticamente. Desde el punto de vista 
amálítico se trata de una curva clya ecuación 
es de segundo grado y carece de puntos reales, 
por ejemplo x*+y*+4+1=0. Si se hace el 

4 $ 


; Ut 


lados 


* estudio del capítulo IV analíticamente, no hay 


apenas diferencia entre el caso -real y el imagi-. 
nario. Por ejemplo, los conceptos de polo. y, 
polar, que allí juegan.un papel fundamental, 
se estudian, por medio de sus.ecuaciones, exac- 
tamente del mismo modo si la cónica es imagi- 
naria, j i 4 

Si se quiere proceder sintéticamente hay:que 
partir. del concepto de polarídad, como co- 
rrespondencia biunívoca entre púntos y rectas 
del plano, tal que 2 puntos alineados les corrés-, 
ponden rectas de un haz. Entonces los puntos 
que pertenecen a su polar constituyen —por 
definición— una cónica, que puede ser, real 
o imaginaria, aun siendo la polaridad una co- 
rrespondencia siempre real. Así prosas por 
ejemplo, Enriques [23]. , 

Desde este punto de vista, la mayoría de h 
los razonamientos del capítulo, V, siguen | va-, 
liendo, y dan resultados de la Ecometría elíp- 
tica. Respecto de las distancias y. áreás ¿hay 
que observar: a) la distancia: está dada. por 
la misma fórmula de; 6.2, sólo que ¡ahora U” 
y V son puntos imaginarios (cuyas” 'coorde- 
nadas se obtienen buscando los puntos de. 
intersección de la recta AB.con la cómica ab- * 
soluta), y para que la distancia sea feal: la 
constante k debe ser imaginaria; :b) . con 
esto, la fórmula para Ja: distancia entre ¡dos 
puntos toma exactamente la misma forma que 
la (5) del capítulo VI para el ángulo de dos 
rectas, de manera que la dualidad se manifiesta 
también en la medida; la longitud de la recta 
resulta finita, así como lo es la medida del án- 
gúlo completo (el formado por todas las rec- 
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tas que pasan por un punto); c) la suma de 
los ángulos de,un triángulo es mayor que dos 
rectos y el área del mismo está dada por la 
fórmula F=c(A-FB+C—x), que es la 
bien conocida dde los triángulos esféricos, y 
que difiere: de la del caso hiperbólico única- 
mente en que el defecto del triángulo es sus- 
tituido por. el exceso. 


.8.2.. Otros ' sundelos para la geometría 
. ño 'cuclidiama hiperbólica. Así como la 
geometría elíptica, además del modelo proyec- 
tivo, tiene el de la geometría sobre la esfera, 
se puede pensar si existirá alguna superficie del 
'espacio ordinario 'tal' que, con convenciones 
adecuadas, la geometría sobre ella coincida con 
la geometría plana hiperbólica. La primera 
condición es saber qué curvas de la superficie 
harán el papel de rectas, y la contestación es 
' natural: las rectas serán las geodésicas de la su- 
perficie, o sea, las curvas que (por lo menos 
para puntos próximos)' sean las de longitud 
mínima entre todas las que tengan los mis- 
'mos extremos. Recordemos que, en el caso de 
la geometría elíptica, las circunferencias máxi- 
mas son, efectivamente, las geodésicas de la 
esfera. 

El problema así planteado fue resuelto por 
Beltrami [29],'al demostrar que: la geometría 
Plana hiperbólica coincide con la geometría, s0- 
bre unas superficies especiales llamadas “de 
curvatura constante negativa”. El ejemplo más 


simple de estas 'superficies, pero no el único, * 


es el de la llamada pseudoesfera, que es la su- 
perficie obtenida por revolución, alrededor del 
eje y, de la curva Mamada Hraptáz, cuya ecua- 
ción es E 





E 2 2 
=u [va=> ala IA 
x 
siendo a una constante tal que precisamente 
la. curvatura de la superficie es — 1/4? 

¡ Esta superficie tiene el inconveniente de te- 
ner una curva singular (la circunferencia ÁA” 
dela fig. 55). Habria sido muy deseable tener 
a mano una superficie de curvatura constante 
negativa de extensión infinita (análogamente 
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“al. plano) y sin singularidades, pero Hilbert 


demostró que tal superficie no existe en el 
espacio ordinario [35]. En cambio existe, y 
Bieberbach dio un ejemplo, en un espacio de 
infinitas dimensiones [33]. 

Sin embargo, para Zonas limitadas, la geo- 
metría sobre:la pseudoesfera coincide con la 
de Lobachevsky-Bolyai. Un estudio detallado 
en esta dirección puede verse en el libro de 
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Schilling [13]. Como su estudio se hace a par- 
tir de la geometría euclidiana del espacio de 
tres dimensiones que contiene a la pseudoes- 
fera, resulta también demostrado por este: ca- 
mino que la geometría hiperbólica no puede 
contener contradicción si no la tiene la geomze- 
tría euclidiana. Más aún, puesto que se pro- 
cede analíticamente, no puede haber contra- 


- dicción si no la hay en la geometría analítica, 


es decir, al fin de cuentas, si no.la hay en la 
aritmética, Esta fue la demostración de Bel- 
trami, en 1868, dela indemostrabilidad ' del 
postulado de Euclides, 

Resulta así que la geometría elíptica es la 


ide la superficie esférica (para zonas limita- 


das); superficie cuya curvatura (llamada cur- 


vatura de Gauss) vale 1/4” (si la esfera tiene 
radio 4),'es decir, es constante y positiva. La 
geometría hiperbólica es, en cambio, la geo- 
metría sobre las superficies de curvatura 
— 1/4. Analíticamente, la diferencia entre 
ambas superficies, en cuanto 2 su comporta- 
miento intrínseco, independiente del espació en 
que están contenidas, consiste en que si el ra- 
dio de la esfera es a, el de la pseudoesfera es ¡a, 
para que la curvatura resulte, para ambas, 
igual a la inversa del cuadrado del radio. Se 
explica así la observación importante de Lam- 
bert de que la geometría hiperbólica coincide 
con la geometría de la esfera cuyo radio es la 


unidad imaginaria ¡== Y—1. 





“Esta observación es"múy útil para construir ** 


toda la trigonometría hiperbólica a partir de 
la: trigonometría esférica ordinaria. Bastará, 
en efecto, dejar en todas sus fórmulas los án- 
gulos sin modificación y, en cambio, sustituir 
los lados por su cociente por ¡ (radio de la 
esfera), teniendo luego en cuenta que para 
volver al campo real se pueden introducir las 
funciónes hiperbólicas en virtud de las rela- 
ciones 


a , a 
sen —=—isenha ; cos —=cosh a; 
i i 


de las cuales se pueden deducir las restantes 


funciones trigonométricas. 1 
Por ejemplo, las dos relaciones clásicas, “del 


«seno” y “del coseno” de los triángulos esfé- 


ricos: 
sna _ senb _ senc 


sen Á snB  seHC ” 
cos 4= cos bcos c + sen bsenccos A, 











se transforman, para la trigonometría hiper- 
bólica, en 
"senha _semhb _ senhe 
snA .senB  senC 
cosh a = cosh bh cosh c — senh b senh c cos A. 





De aquí'se pueden deducir todas las fórmu- 
las de la trigonometría hiperbólica (ver, por 
ejemplo, Norden [11], Coxeter [8], Lieb- 
mann [10]). 1] 


8.3. El modelo de Poincaré. * Desde el 
punto de vista geométrico, para estudiar una 
superficie de curvatura-constante y negativa 
es cómodo disponer “de un' “mapa” o repre- 
sentación de la misma sobre el plano,:o'sobre 
una parte de éste. En 'esta representación 
conviene que las geodésicas: (rectas de la' geo= 
metría hiperbólica) 'pasen'a ser' curvas sim- 
ples, por ejemplo rectas. o 'circunferencias. , 
Una representación muy útil, que 'al' mismo 
tiempo constituye un modelo interesante «de 
la geometría hiperbólica, es la dada por Poin- 
caré en 1882 [37].* +: so 

Para estudiar esta, representación. conviene 
suponer en el plano un par' de ejes ortogona= 
les x e y, y representar cada punto por el nú- 
mero complejo z=x +¿y. Entonces, las!ca- 
racterísticas de la representación «de Poincaré 
son: , ! 

1. El plano hiperbólico está constituido por 
el semiplano euclidiano y > 0. 
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2. Los puntos son los mismos del plano. Las 
rectas son las semicircunferencias ctiyo «cen- 
tro está sobre el eje xy, como caso límite, las 
rectas perpendiculares al eje x. -' . 

3. Los movimientos son las transformaciones 

a+ bh. 


A 
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.con la condición de ser a, b, cy d reales, y 
ad—bc>0.* A 

Con estos convenios, es fácil comprobar 

queso 

; 4) Una recta queda determinada por dos 

puntos, e 

.“b) Como el eje x mó pertenece al plano 
_hiperbólico, las rectas:son ilimitadas (mo tie- 
nen extremos). + 
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€) Dada una recta r==UV y un punto A 
que no pertenece: a"clla (fig. 56), las rectas 
que pasan por Á pueden ser secantes, no se- 
cantes, o (como. caso límite entre ellas, ya que 
por. A pasan “las idos rectas AU y AV) 
paralelas. El ángulo UAV es el doble del án- 
gulo de paralelismo. a 
: “d) Como la función (1), que relaciona z 
con z/,es analítica, da una representación con- 
forme ' (es decir, que conserva "los ángulos), 
“del semiplano y >;0 sobre sí mismo. Es decir: 
los movimientos conservan los ángulos (en el 
- ¡sentido :euclidiano). Esto significa que en el 

modelo de Poincaré los ángulos están dados en 
su verdadera magnitud. Naturalmente, se tra- 
sa de ángulos entre circunferencias, que hay 
que medir por el delas tangentes a las mismas. 
Por. ejemplo,. las rectas perpendiculares están 
representadas por semicircunferencias ortogo- 
- “nales con su centro en el eje x. De aquí se de- 
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ducen todas las propiedades sobre rectas per- 
pendiculares del plano hiperbólico. E 

e) .Para medir distancias: puesto que los 
movimientos están dados por la ecuación(1), 
que es la de una proycctividad entre las, va- 
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riables complejas z y 2”, se conservan las ra- 
zones dobles y, por lo tanto, los mismos argu- 
mentos de 6.2 conducen a que la distancia en- 
tre dos puntos Á y B esté dada por la ex- 
presión 
AB=klog (UVAB) . 6) 
La razón doble entre los cuatro puntos U, 
V, A y B hay que entenderla como la razón 
doble de los: números complejos que los repre- 
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sentan. Llamando « y v a las abscisas de U y V 
(números reales), r al radio de la semicircun- 
ferencia que contiene a A y B, y a y B a los 
ángulos VCA y VCB, si e es la abscisa del cen- 
tro C, recordando la fórmula general 


e —=cosx +Físenx, 
las abscisas de U, V, A y B serán (fig. 57): 
L=ce—T. y V=ZCHY 
=c+retto, b=c + ret, 
Por lo tanto, aplicando (3) del Cap. II 


resulta 


(UVAB) = E E = 
=t8 072) : tg (0/2) 


y en consecuencia 
AB= k log [tg (B/2 : tg (0/2). 
De aquí se deduce, por ejemplo, que AU= 
=-+ 0, AV =-— 00, es decir, el eje x per- 


tenece al infinito. del plano, puesto que cual- | 


quier punto está a una distancia infinita del 
mismo. 


f) Las circunferencias. no euclidianas de 
centro O, por ser trayectorias ortogonales 
las circunferencias de centro sobre el eje x 
que pasan por O, resultan también circunfe- 
rencias ordinarias, aunque no de centro (0) 
(fig. 58). 

Los oriciclos son circunferencia tangences 
al eje x (fig. 59). 

Los hiperciclos son varita qué cor- 
tan al eje x (fig. 60). : . ¿ 

g) Es un ejercicio interesante construir to- * 
da la geometría hiperbólica 2 partir de este 
modelo de Poincaré. Pueden demostrarse con 
él todas las propiedades de los capítulos Y 
a VII, las cuales dan lugar, tomadas a la in- 
versa, a propiedades de los sistemas: de círcu- 
los del plano euclidiano. ... 








Ficura 60 
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5 AP£NDICE 


A INFLUENCIA DE LAS GEOMETRÍAS NO EUCLIDIANAS 
EN LA FUNDAMENTACIÓN Y DESARROLLO DE LA GEOMETRIA 


El' descubrimiento de- las geometrías no 
euclidianas fue, para la matemática, uno de 


“los principales del siglo xrx. Tanto por el des- 


cubrimiento en sí, que terminó con los traba- 
jos y discusiones de más de dos milenios acerca 
de la demostrabilidad o no del postulado de 
Euclides, como por las consecuencias que tuvo 
en la fundamentación y desarrollo de la geo- 
metría+y aun de otras ramas de la matemática. 
- Con las geometrías no euclidianas, sistemas 
lógicos elaborados por el pensamiento con com- 
pleta independencia de la experiencia, se re- 
cuperaba el sentido platónico de la geometría 
y se volvía a lo que la obra de Euclides signi- 
ficó Para el pensamiento matemático. Se ter- 
minó con la idea de la geometría como cien- 
cia “del espacio o de la realidad circundante, 
idea: que aún el propio Gauss parecía sustentar 
cuando en 1817 escribía, en una carta a Ol- 
bers [18, pág. 177]: “Tal vez en otra vida 
tengamos otros puntos de vista sobre la esen- 
cia del espacio, que ahora nos son inasequibles. 
Mientras tanto, la geometría no debería com- 


* pararse con la aritmética, que existe puramente 


a priori, sino, más bien, ser colocada en el 
mismo plano que la mecánica.” 

Por otra parte, el hecho de obtener tan vas- 
to.campo de novedades con solo sustituir un 
postulado por otro,. despertó, por un lado, la 
idea de axiomatizar todas las ramas de la ma- 
temática, analizando a fondo sus principios 
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básicos, y por 'otro, la afición al juego de sus- 
tituir postulados y obtener, así, una gran va- 
riedad de geometrías, muchas de ellas sin inte- 
rés intrínseco, pero siempre útiles para com- 
prender mejor las bases sobre las que descansa 
la geometría, £ 
Al primer respecto cabe señalar que fue, * 
efectivamente, en la segunda mitad del si- 
glo xrx cuando tuvo lugar la gran revisión de 
la matemática desde el punto de vista del ri- 
gor. Conceptos usados tradicionalmente fue- 
ron por primera vez enunciados con claridad 
y puestos en el lugar que como postulado o 
teorema les correspondía. Ejemplo típico es el 
postulado de la continuidad y la consecuente 
definición de los números reales por Dedekind. 
Respecto de la fundamentación rigurosa de 
la geometría, el máximo exponente fue la obra 
Fundamentos de la geometría de Hilbert, de 
la cual existen numerosas ediciones y una tra- 
ducción castellana [25], y que puede consi- 
derarse como la réplica moderna de los Ele- 
mentos de Euclides. Se trata de una construc- 
ción axiomática con todas las exigencias .del 
rigor lógico. Para cada axioma se prueba su 
independencia y su compatibilidad con los de- 
más, de manera que ya no cabe una nueya 
controversia como la suscitada por el postulado 


. de las paralelas; 


La demostración de la independencia obliga 
—del mismo 'modo que las geometrías no 


—  ———_—_—. 


euclidianas sirvieron para demostrar la inde- 
pendencia del postulado V respecto de los de- 
más— a construir en cada caso una geometría 
en la cual se niega el postulado o axioma en 
cuestión, manteniendo los restantes. Nacen así, 


«como ya dijimos, geometrías muy diversas. 


Por ejemplo, si no se.admite el postulado de 


* Arquímedes, se obtienen las geometrías no ar- 


quimedianas, de las cuales hizo un estudio pro- 
fundo M. Dehn [34]. Siendo el postulado de 
Arquímedes tan “natural” para la intuición, 
se comprende que, al no exigir su cumplimien- 
to, la geometría. que resulta puede presentar 
aspectos muy chocantes. Por ejemplo, puede 
“ocurrir que por un punto exterior a una recta 
pasen infinitas rectas no secantes y que, sin 
embargo, la suma de los ángulos de un trián- 
gulo sea mayor que dos rectos. 

También se puede construir una geometría 
no pitagórica, en la cual no valga, ni para fi- 
guras infinitesimalesy el teorema de Pitágoras. 
En ella cabe la posibilidad de que dos trián- 
gulos rectángulos tengan catetos iguales y dis- 
tinta hipotenusa, 

En ciertas construcciones axiomáticas debe 
tomarse como axioma el comúnmente llama- 
do teorema de Desargues, a saber: si en dos 
triángulos los lados homólogos se cortan en 
puntos de una recta, las rectas que unen vér- 
tices homólogos concurren en un punto. Si no 
se acepta este axioma se tienen las geometrías 
no arguesianas. 

El teorema de Pappus-Pascal (en un hexá- 
gono inscripto en dos rectas, con los vértices 
alternativamente en una y otra, los puntos 
en que se cortan los pares' de lados opuestos 
están en línea recta) también debe tomarse 
como postulado si no se acepta el de la conti- 
nuidad. Su no admisión conduce a las geome- 
trías no pascalianas. 

Todas estas geometrías, y otras varias que 
se podría mencionar, han sido estudiadas con 
detalle. Su construcción debe hacerse casi 
siempre analíticamente, pues la intuición geo- 
métrica deja de 'ser útil. Así, los puntos son 
las ternas de elementos de un cierto cuerpo de 
números (ternas que constituyen las coorde- 
nadas homogéneas del punto) y las rectas son 


las ecuaciones lineales entre ellas, también con 
coeficientes del cuerpo:'Si este cuerpo es muy 
general,. se obtienen geometrías raras: Por 
ejemplo, si es finito, resultan las geometrías £i2 
nitas, con un número finito de puntos y de 
rectas. Si no es conmutativo, no se cumple el 
teorema de Pappus y resulta una geometría no 
pascaliana. En esta dirección, para llegar a las 
geometrías ordinarias (euclidianas o no) de- 
be admitirse: a) la conmutatividad del cuerpo; , 
b) su continuidad (que puede enunciarse así: 
los elementos del cuerpo forman un espacio 
topológico conexo y localmente compacto). 
Con estas condiciones, L. S. Pontriaguin ha 
demostrado que el cuerpo de la geometría pro- 
yectiva debe ser el de los números reales o el 
de los complejos [38]. 

Aparte de esta influencia. sobre la funda- 
mentación, el ambiente matemático creado 
a raíz de los estudios sobre las diversas geome- 
trías posibles motivó un gran florecimiento de 
ideas nuevas, que a su vez repercutieron en el 
desarrollo de la geometría. La posibilidad de 
geometrías distintas de la tradicional planteó 
el problema de las relaciones entre el espacio y 
las figuras en él contenidas, y con ello el 'pro- 
blema de los movimientos de figuras, la defi- 
nición de movimiento como transformación 
del espacio en sí mismo, la idea de grupo de 
movimientos, etcétera. ¡., 

El fracaso de la intuición, lejos da reducir el: 
campo de la geometría fue 'un acicate para, su 
progreso. Riemann abre horizontes inmensos 
al definir el espacio como conjunto de puntos 
dados por sus coordenadas y con una “mé- 
trica”, que puede ser muy general, para medir 
la distancia entre dos de ellos o la longitud de. 
una curva [39]. Se encuentra que la5 geome- 
trías no euclidianas son las correspondientes a 
espacios muy particulares (los de curvatura 
constante), caracterizados por la “libre movi- 
lidad”, en ellos, de las figuras. Se entra de esta 
manera en la llamada geometría de los espa- 
cios de Riemann, base de toda. la geometría 
moderna y punto de partida de'gran' número 


de generalizaciones, 
Como es común en la historia de L matemá- 
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tica, por suerte para ella, la conclusión del mi- .' problemas que'aparecieron, como nueva albo- 
lenario. enigma del postulado de Euclides no rada, justo al. cerrarse el crepúsculo del lumi- 
fue un. punto, final, sino más bien.punto de noso día que amaneció con Euclides, allá en 
partida de otras investigaciones y de nuevos ' Alejandría, tres siglos antes de nuestra era. 
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